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PREFACIO 


A1 preparar la ediciòn de que se ha hecho la presente tra- 
ducción, nos hemos guiado por ciertos principios generales y 
por las conclusiones a que, tras detenido estudio de los mejores 
textos y métodos de ensenanza empleados en lós varios países 
de lengua castellana, hemos llegado respecto a las necesidades 
de sus escuelas. Bueno será exponer sucintamente los rasgos 
distintivos de esta obra. 

Hoy se reconoce universalmente que los estudios geométricos 
son de importancia tal, que deben formar parte de todo plan 
racional de ensenanza. hío es ya la geometría ciencia que sólo 
estudian los eruditos ni que se ensefia sòlo a alumnos de int( lb 
gencia privilegiada o de excepcionales aspiraciones. Mas, por 
lo mismo que debe ensefíarse a mayor número dc aiumnos y a 
alumnos de toda condición, es preciso exponerla de conformidad 
con los últimos principios de la pcdagogía moderna. Ila sido 
nuestro propósito, que nos hemos esmerado en llevar a cabo, 
juntar al rigor de la lógica la sencillez que la claridad exige, 
y hemos dado a la página una forma cspecial que no sólo pre- 
senta mejor apariencia sino que pone de manifiesto al alumno 
los diferentes pasos que ordenadamente se van dando, sea en 
la demostración de un principio general, sea en la rescluciòn 
de un problema. 

Para que el discípulo adquiera el hábito de dar las demoa 
traciones en toda su plenitud, se ha adoptado el plan de darlas 
ai principio en esa forma. No hay peligro de que esto produzca 
la idea de que basta aprenderlas de memoria, ni es ése su objeto. 
E1 gran número de ejercicios diseminados en todo el texto sirven 



tv PREFACIO 

para poner a prueba los conocimientos e inteligencia del alumno 
quien no podrá resolverlos sin haber comprendido bien los teo^ 
remas en que se fundan o las operaciones que exigen. Estos 
ejercicios son al principio de suma sencillez, y aumentan en 
dificultad de manera tan gradual, que el alumno apenas si se 
da cuenta de los grandes progresos que va haciendo. Se ha 
dado gran número de ellos, no para que se estudien todos, sino 
para que el maestro tenga dónde escoger los que mejor se 
adapten a su plan de enseííanza y a las necesidades de sus 
alumnos. 

Las defmiciones se van dando a medida que se van necesi- 
tando. La ìntroducción contiene algunos problemas sencillos, 
cuyo objeto es acostumbrar al estudiante al uso de los instru- 
nientos principales de dibujo. Hácese también uso frecuente 
del álgebra elemental, para hacer ver las útiles aplicaciones de 
csta ciencia. 

E1 arre g!o de las proposiciones está fundado en el de los textos 
mejores de todos los países. La experiencia de muchos afíos y 
de millares de escuelas lia demostrado sus grandes ventajas. 

E1 traductor ha adoptado algunos tórmmos y expresione^ 
moperpendicvlar bisectriz y bisectar (la Academia trae bisecaï 
que, si bien inusitados o poco usados en castellano, son de indisv 
putable utilidad y no pueden tacharse de incorrectos. Tambie'n 
ha seguido el sistema inglés y norteamericano de escribir laa 
abreviaturas referentes a decimales después del número completo 
y no después de los enteros: 4,36 km., y no 4 km , 36. 

Abrigamos la esperanza de que nuestra humilde obra reciba 
en îos países de lengua castellana la buena acogida que ha 
teuido en los de lengua inglesa. 

JORGE WENTWORXH 
DAVID EUGENIO SMITH 
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L.C.D.D. 
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A triángulo, él triángulo- 
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.*. luego, de donde. 


E1 plural de una palabra representada por un símbolo se indica 
poniendo una s al símbolo: Á, dngulos, los dngulos ; perpendiculares; 
lk, paralelos, paralelas; À, trídngulos, los trídngulos. 
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INTRODUCCIÓN 

1. Carácter de la aritmética. En la. aritmética se estudian los 
cálculos numéricos. Hácese a veces uso de las fórmulas; raas 
el objeto de la aritmética no es tanto el establecerlas como el 
ensenar a ejecutar las operaciones necesarias para aplicarlas. 

2. Carácter del álgebra. En el álgebra se generalizan las cues- 
tiones de aritmética, y por lo común se expresan las reglas y 
teoremas por medio de fórmulas. Así, en vez de decir que 
el área de un rectángulo es igual al producto de la base por la 
altura, se establece la fórmula A = hh. Aun cuando la aritmética 
se vale algunas veces de las ecuaciones, no lo liace tan a me> 
nudo como el álgebra, que resuelve casi todo problema por 
medio de ellas. En resumen, el álgebra es una extensión y 
generalización de la aritmética. 

3. Carácter de la geometría. Yarnos ahora a entrar en un ramo 
de las matemáticas que difiere radicalmente de la aritmética y 
el álgebra; ramo que, si bien hace uso frecuente de cálculos 
numéricos, ecuaciones y fòrmulas, tiene por objeto principal el 
estudio de las formas o figuras, tales como rectángulos, trián- 
gulos y círculos, de que la aritmética y el álgebra no dan más 
que ideas muy generales, y cuyas propiedades se enuncian 
en estas ciencias, pero no se demuestran. Toca a la geometría 
dar demostraciones de tales propiedades: así, ella demuestra 
rigorosamente que el cuadrado construído sobre la hipotenusa 
de un triángulo rectángulo es igual a la suma de los cuadrados 
construídos sobre los catetos. 
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4. Cuerpo. E1 bloque que aquí se representa es un cuerjpo : 
es una porción limitada de materia. La geometría, sin embargo, 
no tiene nada que ver con la sustancia de que los cuerpos se 
componen; ella se ocupa únicamente de la forma j el tamano 
de los cuerpos, tales como los representa la segunda de estas 
dos figuras. Considerados desde este punto de vista, los cuerpos 
se llaman cuerjoos geométricos, o solidos geometricos. 



Por ejemplo, una variila es un cuerpo f ísico: si se introduce en greda, el 
agujero que deja, aun cuando esté vacío, es un cuerpo o sólido geométrico. 

5. Sólido geométrico. Llámase pues sólido geométrico, o sólido 
òrevemente, un espacio limitado cualquiera. E1 nombre, como 
se dijo en el número anterior, se aplica con igual propiedad 
sea que este espacio esté del todo vacío, sea que esté ocupado 
por alguna sustancia. 

6. Dimensiones. E1 sólido del n.° 4 tiene tres dimensiones bien 
definidas, a saber: 

1) la longitud , que puede medirse dela^; 

2) la anchura, que puede medirse de A a B ; 

3) la profundidad o altura, que puede medirse de A a E. 

Dícese en general que todo sólido tiene tres dimensiones, aunque en 
algunos, como en una bola (esfera) o en un sólido de la forma de una 
manzana, no puede con propiedad decirse que tienen longitud, anchuray 
profundidad. Sin embargo, de todo sólido puede cortarse o sacarse un 
bloque de la forma representada en el n.° 4, en que las tres dimensiones 
«e ven con toda claridad. 
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7. Superficie. E1 sólido del n. c 4 tiene seis caras, cada una de 
las cuales es una superficie. Si estas caras se pulen y alisan de 
modo que una regla puesta sobre una de ellas tenga todos sus 
puntos en contacto con la superficie, las caras se llaman super- 
ficies planas, o planos. 

Estas superficies son los límites del sólido. Carecen de espesor, lo 
mismo que la sombra de un objeto. E1 espesor de una lámina de oro 
puede ser tan pequeno que no sea posible ni percibirlo ; sin embargo, la 
lámina es un sólido limitado por superficies y que tiene por tanto trea 
dimensiones. Reduciendo el espesor hasta hacerlo casi nulo nos aproxi- 
mamos a lo que en geometría se entiende por superficie, esto es, a algo que 
carece en absoluto de espesor. 

En general, dase el nombre de superficte al límite de los 
sòlidos. Para expresar que las superficies carecen de espesor, 
se dice que tienen sólo dos dimensiones. 

8. Línea. Vese en el sólido del n.° 4 que cada dos superficies 
contiguas se cortan en una línea. Así pues, se da el nombre de 
linea al límite de una superficie. 

La línea tiene sólo una dimensiòn, a saber: longitud. No tiene 
ni espesor ni anchura. 

Un hilo, por délgado que sea, tiene tres dimensiones, y es por tanto un 
sólido, no una línea. Si el grueso del liilo se reduce sin cesar, el liilo se 
aproxima más y más a lo que la geometría llama línea, si bien nunca 
puede llegar a ser una verdadera línea. 

9. Magnitudes geométricas. Los sólidos, las superficies y las 
líneas se llaman magnitudes geométricas. 

10. Punto. En el sòlido del n.° 4, las líneas que se encuentran 
se encuentran en puntos. Como se ve, un punto es el límite de 
ana línea, y carece a la vez de longitud, anchura y espesor. 

Defínese también el punto diciendo que es lo que tiene posi- 
ciòn solamente y carece de dimensiones. 

E1 punto puede siempre concebirse o imaginarse, sea como el extremo 
de una línea, sea como la intersección de dos líneas. Asímismo, la inter- 
sección de dos superficies es una línea. 
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11. Representación del punto y de las magnitudes geométricas. 

E1 punto y las magnitudes geométricas se representan en el 
papel por medio de dibujos, o Jìguras . 


Un punto se representa por una ligera marca, como indica P en est 
figura. 

Una línea se representa por una raya. Nóm- P_ ŷ 

brase por letras escritas en sus extremos, como AB. / ' P / 

Una superficie se representa por las líneas que / / 

la limitan, y se nombra por letras puestas en puntos a B 

convenientes de esas líneas, como se ve en ABCD. 

Los sólidos se representan por las superficies que los limitan, como e 
ve en las figuras del n.° 4. 


12. Generación de las magnitudes geométricas. Las magnitudes 
geométricas pueden suponerse engendradas así: 


1) la línea por el movimiento de un punto; 

2) la superficie por el movimiento de una línea; 

3) el sóiido por el movimiento de una superficie. 


Supóngase que la superfioie ABCD se 
mueve a la posición WXYZ, según indican 
las puntas de flecha. En este movimiento, 


1) A engendra la línea A W; 

2) AB engendra la superficie AWXB; 

3) ABCD engendra el sólido AY. 


J / 

_/ 

B y 

z 

L* 

^j! 


Una línea no puede engendrar una superficie si sólo se desliza sobre 
sí misma, ni una superficie engendrar un sólido moviénviose de igual 
manera. 


13. Figura geométrica. Llámase figura geométrica, o breve- 
ment efigura, todo punto, línea, superficie o sólido, o en general, 
toda combinaciòn de puntos. 

14. Definición y divisiones de la geometría. La geometria es la 
ciencia que trata de las figuras geométricas. 

La geometria plana trata de las figuras planas, o sea de las 
figuras cuyas partes están todas en un mismo plano. 

La geometria del espacio trata de las figuras que no son planas. 
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15. Línea recta. Llámase Unea recta , o rccta simplemente, 
fcoda línea tal que, si una parte cualquiera de ella se coloca de 
cualquier modo con sus exòremos sobre otra parte cualquiera, 
las dos partes coinciden en todos sus puntos. 

Por ejemplo, AB es una recta; porque si se toma una parte cualquiera 
de ella, como 1 centímetro, y se coloca de cualquier modo por sus extremos 

sobre otra parte, coincidirá en todos sus puntos _ 

con esa otra parte. A B 

Con respecto a una recta, se denomina segmento una parte 
determinada cualquiera de esa recta. 

lô. Igualdad de las figuras geométricas. Dos segmentos de 
reota son iguales cuando pueden colocarse de tal modo que los 
exfcremos del uno coincidan con los extremos del otro. 

En general, dícese que dos figuras cualesquiera son iguales 
cuando pueden hacerse coincidir en todos sus puntos. 


17. Línea quebrada. Llámase línea quebrada la que se eom- 
pone de dos o más rectas distintas. 

La línea Gl) es una línea quelrada. 



18. Figura rectilínea. Llámase figura 
rectilinea la que se compone de líneas 
rectas. 

Por ejemplo, A3CD es una figura recti- 
llnea. 



19. Línea curva. Llámase línea curva , o brevemente curva, 

toda línea que no es recta ni tiene partes rectas. - 

Por ejemplo, EF es una curva. ''F 


20. Figura curvilínea. Llámase figura curvilínea la que se 
compone de una o más líneas curvas. 


Por ejemplo, el círculo 0 es una figura curvilfnea, 
cuya forma es bien conocida. 

Cuando se trata de una superficie limitada por cur- 
vas, tanto la superficie misma como el conjunto de las 
curvas que la limitan se llaman figuras curvilíneas. 
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21. Angulo. Llámase ángulo la abertura entre dos rectas 
que se encuentran. 

Las dos rectas que se encuentran se llaman lados 
del ángulo, y el punto en que se encuentran, vértice 
del ángulo. 

Un ángulo puede nombrarse por tres letras, una 
escrita en cada uno de los lados, y la otra en el vértice. 

La del vértice se nombra entre las otras dos: ángulo 
AOB. También se nombra un ángulo por medio de una 
letra puesta en el vértice: ángulo 0; o entre los lados del 
ángulo: ángulo m. A veces, para mayor claridad, se traza una curva 
entre los lados del ángulo, y sobre ella se escribe la letra, como se ve en m. 

22. Tamano o magnitud de un ángulo. La magnitud de un 
ángulo depende únicamente de la magnitud del movimiento 
necesario para llevar un lado, haciéndolo girar sobre cl vértice, 
a la posición del otro. Este movimiento se llaina rotación. 





Un ángulo es mayor 
que otro cuando la rota- 
ción es mayor en aquél 
que en éste. Así, para 
las tres aberturas del 
compás aquí represen- 
tado, el primer ángulo 
es menor que el segundo, y el segundo menor que el tercero. La longi- 
tud de los lados no afecta la magnitud de un ángulo. 

23. Igualdad de los ángulos. Dos ángulos son 

iguales cuando el uno puede colocarse sobre el °^~ - A 

otro de manera que los vértices coincidan y los 
lados del uno queden sobre los del otro. 

Por ejemplo, los ángulos AOB y A'O'B' son iguales. O'^ - Á 

24. Bisector, bisectriz. E1 adjetivo bisector (femenino bisec- 
triz) se aplica a todo punto, línea o plano que divide una íigura en 

dos partes iguales. En el caso de la recta, la _ l_ 

palabra bisectriz se emplea como sustantivo, A M B 
J así se dice la bisectriz de un ángulo en vez de la Unea bisectriz. 

En esta figura, M, punto medio de AB, es el punto bisector de AB 













INTRODU CCIÓN 


7 


25. Ángulos adyacentes. Se dice que dos ángulos son adya~ 
centes cuando tienen un mismo vértice y un lado común, y son 
exteriores el uno al otro. 

Los ángulos A OB y BOC son adyacentes. 

La definición que acaba de darse es hoy la 
generalmente adoptada. Según otra definición, 
dos ángulos son adyacentes cuando tienen un lado 
eomún y los otros dos lados en una misma recta, 
como AOB y BOG en el n.° 26. No debe olvidarse esta distinción. 

26. Ángulo recto. Cuando una recta encuentra otra formando 

con ella ángulos adyacentes iguales, éstos se B 

llaman ángulos rectos. 

Tales son AOBj BOC. 

27. Perpendicular. Dícese que una recta es G 
perpenaicular a otra, o que las dos rectas son peipendículares 
entre sí, cuando los ángulos que forman la una con la otra son 
ángulos rectos. 

En la figura anterior, A C y BO son perpendiculares entre sí. E1 punto 
0 es el pie de la perpendicular BO. 

28. Triángulo. Llámase triángulo el espacio limitado por tres 
rectas que se cortan. 

En el triángulo ABC , AB , BC y CA son los 
lados. La suma de los lados se llama perímetro del 
triángulo. Los vértices de los ángulos A, B, C se 
llaman vértices deì triángulo. 

29. Círculo. Llámase círculo una superficie plana limitada 
por una curva que tiene todos sus puntos a igual distancia 
de un punto fijo interior. Este punto se llama 
ccntro del círculo. 

La curva se llama circunferencia, y a veces circulo 
también. Arco es una parte cualquiera de la circun- 
ferencia. Radio es cualquier recta que va del centro a 
la circunferencia. Diámetro es toda recta que pasa por 
el centro y cuyos extremos están en la circunferencia. 
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30. Instrumentos. Para las construcciones que se requieren 
en el estudio de la geometría bastan dos instrumentos : la regla 
y el compás. Las escuadras y la regla T son de grandísima 
utilidad al dibujante; mas el alumno debe por ahora emplear 
sólo la regla ordinaria y el compás. 



En la clase, una cuerda puede emplearse para describir círculos en la 
pizarra. 

31. Ejercicios en el uso de los instrumentos. Los simples pro- 
blemas que se dan a continuación tienen por objeto acostumbrar 
al estudiante a emplear los instrumentos. No se dan aquí 
demostraciones, las cuales vendrán después, cuando se havan 
expuesto los principios en que las construcciones se fundan. 

Si se quiere, estos problemas pueden suprimirse o estudiarse más tarde. 


EJERCICIO l.° 

1. En un punto dado de una recta dada, levantar una perpen- 
dicular a la recta. 

Sean AB la recta y P el punto dado. 

Se trata de levantar en el punto P una per- 
pendicular a AB. 

Haciendo centro en P, y con un radio con- 
veniente, descríbanse arcos que corten AB en ^—i 
X e Y. Con X por centro y XY por radio 


'T' 

I 

I 

í 


u 


YÌ 


■B 


descríbase un arco, y con Y por centro y con el mismo radio descríbase 
otro arco, que cortará al primero en un punto C. Trácese con la regla 
una recta que pase por B y G, la cual será la perpendicular Dedida. 
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2. De un punto dado fuera de una recta, trazar una perpen- 
dicular a la recta. P 

Sean AB la recta y P el punto dado. 

Se trata de bajar del punto P una perpendicular 
a la recta AB. v 

De P como centro, y con un radio conveniente, A 
descríbanse arcos que corten AB en X e Y. 

Haciendo centro priinero en X y luégo en Y, 
descríbanse con un mismo radio dos arcos que se 
corten en un punto C. u 

Trácese con la regla una recta por P y C, la cual será la perpen- 
dicular que se busca. 

En los ejercicios 1 y 2, córtese el papel según la recta PC, y véase si 
las dos partes así obtenidas pueden superponerse por la línea de corte 
de modo que los dos segmentos de AB coincidan. 


3. Dibujar un triángulo en que dos de los lados sean iguales 
a una recta dada. 


Sea l la recta dada. 

Se desea construír un triángulo en que dos de 
los lados sean iguales a l. 

Haciendo centro en un punto cualquiera C, des- 
críbase un arco con un radio igual a l. 

Únanse entre sí dos puntos cualesquiera del arco, 
como A y B, por una recta, y de A y B trácense 
rectas a C. 

E1 triángulo ABC es el buscado. 



4. Construír un triángulo cuyos lados sean todos iguales a 
una recta dada. 

Sea AB la recta dada. 

Se trata de construír un triángulo cuyos lados 
sean iguales a AB. 

Haciendo centro en A y en B, y con radio AB , 
descríbanse arcos que se corten en C. Trácense las 
rectas AC y BC. 

E1 triángulo ABG es el pedido. 

En problemas como éste, no se traza de los arcos más de lo necesario 
para determinar su intersección. 
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5. Construír un triángulo cuyos 
tivamente a tres rectas dadas. 

Sean l, m, n las tres rectas daclas. 

Trácese una recta cualquiera y már- 
quese en ella por medio del compás un 
segmento AB igual a l. 

Haciendo centro en A y B, respecti- 
vamente, y con radios iguales a m y n, 
trácense arcos, que se cortarán en un 
punto C. 

Trácense AC y BC. 

E1 triángulo ABC es el buscado. 


lados sean iguales respec- 



6. Por un punto dado de una recta, trazar una recta que forme 
con la primera un ángulo igual a un ángulo dado. 



Q 



Sea P el punto dado de la recta dada PQ, y sea AOB el ángulo dadc, 
Qué es lo que se busca ? 

Haciendo centro en 0, descríbase con un radio cualquiera un arco, qu« 
cortará a OA y OB en C y P respectivamente. 

Haciendo centro en P, y con un radio igual a OC, trácese un arco, que 
oortará a PQ en M. 

Con M por centro y un radio igual a la distancia CD, trácese un arco, 
que cortará al precedente en un punto N, y trácese PN. 

E1 ángulo MPN es el ángulo pedido. 

7. Dividir una recta dac^a en dos partes iguales. /j'' 


Sea AB la recta dada. 

Se trata de dividir AB e n dos partes iguales. 

De A como centro y con AB por radio trácese un 
4 .rco. De B como centro, y con el mismo radio, trácese 
otro arco. 

Estos dos arcos se cortarán en dos puntos X e Y. 
Trácese la recta XY. 

Esta recta corta AB en M, punto medio de AB 


A 


M 




~B 
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8. Trazar la bisectriz de un ángulo dado. 

Sea A OB el ángulo dado. 

Haciendo centro en 0, y con un radio conveniente, trácese un arco 
que corte a OA en X y a OB en Y. 

De X como centro, y con XY por radio, 
trácese un arco, y trácese otro análogo con el 
mismo radio, haciendo centro en Y. Sea P el 
punto de intersección de estos dos arcos. 

Trácese la recta OP. 

Esta recta es la bisectriz del ángulo. Ó ]X A 

9. Dibújense las figuras siguientes, empleando para ello la 
tegla y el compás: 




Las líneas de puntos indican la manera de determinar ciertos puntos, 
y pueden borrarse cuando se termine el dibujo. Líneas que, como éstas, 
son auxiliares en la construcción de una figura se hacen casi siempre de 
puntos. 

10. Dibújense las figuras siguientes, empleando para ello la 
regla y ei compás : 



Como se ve en estas figuras y en la prhnera del n.° 9, el radio de ua 
círculo puede emplearse para describir arcos consecutivos que dividan 
la circunferencia en seis partes iguales. 
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11. Dibújense las figm*as siguientes, empleando para ello la 
regla y el compás : 



12. Dibójense las figuras siguientes, einpleando para ello la 
regla y el compás : 




13. Dibújense las figuras siguientes, empleando para eilo la 
regla y el compás : 



14. Dibújese un triángulo cada uno de cuyos lados tenga 
3 cm. de longitud. 

15. Trácense dos rectas perpendiculares entre sí y que se 
dividan mutuamente en dos oartes iguales. 
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16. Biséctese cada uno de los cuatro ángulos rectos formados 
por dos rectas perpendiculares entre sí. 


17. Trácese una recta de 36 mm. 
doce partes iguales (3 mm. eada 
una) por medio de una regla gra- 
duada. Dibújese luégo la figura 
que aquí se representa. 

Completando eada uno de los semi- 
círculos que se ven en esta figura se 
obtiene otra figura de forma también 
intercsante. Se aconseja al estudiante 
que se ejercite en formar combinaciones 
análogas, que a mer.udo resultan muy 
artisticas. 


de longitud, y divídase < 



18. E1 dibujo adjunto se emplea en la construcción de ven- 

tanas góticas. E1 arco BC se describe de A como centro, con 
radio.413. Los centros de los arcos menores c 

son A, D, B, y el radio de los cuatro es 
AD. E1 centroP se determina describiendo A '■Ç' pv 

arcos con A y B por centros y AE por /W\ 
radio. ^ Cómo pueden hallarse los puntos t/ 

D, E,F? Dibújese la figura. í V \ 

19. Dibújese un triángulo de lados de A F D E B 
30 mm. Biséctense los lados, y baciendo centro en los puntos 
medios, deseríbanse tres círculos con un radio de 15 mm. 

20. Empleando una escala de 5 mm. por metro, dibújese un 
cuadrado que represente un corral de 25 m. por lado, e indíquese 
con un punto un poste situado en el interior a -5 m. de un lado 
y en la recta que une el punto medio de ese lado con el punto 
medio del opuesto. 

21. Dibújese un ángulo recto y, empleando una' escala de 
3 mm. por kilómetro, mídase sobre un lado una distancia de 
10 km. y sobre el otro una de 15 km. Determínese la distancia 
en kilômetros de un extremo al otro. 
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22. Uno de los pisos de un edificio es un gran cuarto de 
25 m. de largo por 15 m. de ancho, dividido al través en tres 
compartimientos por tabiques, uno en el centro, y cada uno 
de los otros a 6 m. del extremo respectivo. Dibújese el plano 
según escala de 4 mm. por metro, representando los tabiques 
por rectas. Empléese para la construcción de los ángulos rectos 
el método del ejercicio n.° 1. 

23. A la entrada de una bahía hay un canón cuyo alcance 
es de 20 km. Trácese una línea que encierre todos los puntos 
comprendidos dentro del alcance del canón, empleando una 
escala de 1,5 mm. por kilómetro. 

24. Dos fuertes distan 26 km. el uno del otro, y tienen cano- 
nes de 16 km. de alcance. Dibújese, en escala de 1,5 mm. por 
kilómetro, el campo común al alcance de los dos canones. 

25. A la entrada de una bahía, en lados opuestos, hay dos 
fuertes A y B, que distan 24 km. entre sí. A 18 km. de A y 
16,5 km. de B, hay en la bahía una isla con un fuerte C. Los 
canones de A, B, C tienen respectivamente alcances de 18, 16,5 
y 15 km. Dibújese, según escala conveniente, un plano que 
represente los tres fuertes y el campo de acción de cada canón. 

26. Un corral cuadrado de 16 m. por lado tiene cuatro postes 
en las esquinas. Un caballo se ata durante un día a uno de los 
postes con 8 m. de cuerda, durante otro día a otro de los postes, 
y así de los otros dos. Dibújese, según escala de 2,5 mm. por 
metro, un plano que indique la supertìcie en que el caballo 
puede pacer durante los cuatro días. 

27. Un jardinero proyectó parte de un jardín así: Primero 
construyó un triángulo /1 BC, con lados de 4,8 m., y luégo bise(».tò 
dos de los ángulos. Del punto P de intersección de las bisec- 
fcrices trazó las perpendiculares PX, PY, PZ a los tres lados 
del triángulo. Luégo trazò un círculo de P como centro, y con 
radio PX, el cual resultó perfectamente ajustado dentro del 
triángulo. Hágase esta construcción en escala de 1:50 
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32. Necesidad de las demostraciones. Cuando se dibuja una 
fìgura que debe llenar ciertos requisitos, es preciso demostrar 
por el razonamiento que en efecto los llena. La vista no puede 
servir de guía seguro, pues a menudo engana, como se ve en los 
siguientes ejemplos. 

EJERCICIO 2.° 


1. Cálculese a la vista la diferencia entre À >- 

las longitudes de AB y XY. Mídanse luégo ^_ 

las dos rectas, o bien compárense sus longi- x 

tudes por medio del compás o de una tira 4 _ c 

de papel. 


<b 


-> 


Y 

B 


2. Cálculese a la vista la diferencia entre 
las longitudes de las rectas AB y CD, y luégo 
bágase la prueba como en el caso anterior. 


3. Examínese esta fìgura, y 
dígase si AB y CD son rectas. 

Hágase la prueba empleando 
una regla o el borde de una 
tira de papel. 

4. Examínese esta figura y 

dígase si AB y CD se hallan a la misma 
distancia en A y C que en B y D. Hágase 
la prueba. c ' 





5. Obsérvese esta fìgura y dígase si 
CD es la prolongación de A B, y si YZ 
es la prolongación de ITÀ'. Hágase la 
prueba con la regla. 

6. Obsérvese esta figura y dí- w x 
gase a la simple vista cuál de las rec- 
tas inferiores es la prolongación de AB. 
Hágase la prueba colocando la regla 
sobre AB. 
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33. Angulo de lados colineales. Llámase ánrjulo de lados colir 
neales aquel en que los lados son el uno proiongación del otro 

y están por tanto en línea recta. La ^ _ 

palabra colineal significa en línea recta. 0 

E1 ángulo AOB de esta figura es un ángulo de lados colineales, y 
también lo es el ángulo inferior BOA. 

34. Relación entre el ángulo recto y el de lados colineales. De 

la definición del ángulo recto (n.° 26) se deduce que un ánguio 
recto es la mitad de un ángulo de lados colineales, y que por 
consiguiente un ángulo de lados colineales es igual a dos ángulos 
rectos. 

35. Anguio agudo. Llámase ángulo agudo el 
que es menor que un recto. 

E1 ángulo m es un ángulo agudo. 

36. Angulo obtuso. Llámase ángulo ohtuso B 
el que es mayor que un recto pero menor 
que dos. 

E1 ángulo A OB es un ángulo obtuso. 

37. Angulo entrante. Llámase ángulo entrante el que es 
mayor que dos rectos pero menor que cuatro. 

E1 ángulo BOA indicado por la curva de puntos en el n.° 36 es un 
ángulo entrante. 

Cuando se habla del ángulo formado por dos rectas, se entiende dc 
ordinario el que no es entrante. 

38. Angulos oblicuos. Dase algunas veces el nombre de án- 
gulos oblicuos a los agudos y a los obtusos. Sin embargo, diclia 
expresiòn se usa poco, por ser de poca utilidad. 

Dícese que los lados de un ángulo oblicuo son ohiicuos entre 
si. En general, una recta es ohlicua a otra cuando, prolongada 
si fuere necesario, forma con ella un ángulo oblicuo; dícese 
entonces que las dos rectas son ohlicuas entre si. 

La bisección de un ángulo de lados colineales da dos ángulos rectos; 
la de un ángulo recto u obtuso, dos agudos. 
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39. Generación de los ángulos. Supóngase que la recta r se 
hace girar sobre el punto 0 de la posición OA a la posición OB. 
En este movimiento r describe o enr/endrcv el ángulo agudo 
AOB, cuya magnitud es mayor o menor 
segiin sea mayor o menor la rotación nece- 
saria para engendrarlo, como se explicó en 
el n.° 22. 

Si r continúa girando, liabrá engendrado, al 
llegar a la posición OC, un ángulo recto AOC. 

En esta posición, r es perpendicular a O.A. 

Girando hasta la posición 01), r engendra el ángulo obtuso A OD. 

Si el movimiento de rotación continúa hasta que r llegue a la posición 
OE, que es ia continuación de A O, el ángulo engeiidrado es el de lados 
colineales A OE. 

Cuando r llega a la posición OF, ha engendrado el ángulo entrante 
AOF (la parte superior indicada por el arco ADF). 

Si r continúa girando liasta volver, pasando por 00, a su posición 
original OA, el ángulo engendrado será igual a dos ángulos colineales, o 
cuatro rectos. 

40. Suma y resta de rectas y ángulos. Si la reeta AP se con- 

sidera engendrada por un punto que _, \ \ y p 

al moverse engendra sucesivamente A B C D 

los segmentos AB, BC, CD, etc., se dice que AC e s la suma de 
Afí y fíC ; esto es, 

AC = AB + BC-, 

de donde AC — BC = Afí. 

Si el ángulo AOD se considera engen- 
drado por la rotación de OA alrededor del 
punto 0, movimiento en que los ángulos 
AOfí, BOC, COD son sucesivamente engen- 
drados por la misma recta, decimos que el 
ángulo AOC es la suma de los ángulos AOB 
y BOC) esto es, 

AOC = AOfí + BOC-, 

A OC — BOC = A OB. 




de donde 
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41. Perígono. Se llama jperígono el total de los ángulos que 
pueden engendrarse en un plano por la rotación completa de 
una recta alrededor de un punto dado; es decir, haciendo girar 
îa recta hasta traerla otra vez a su posiciòn primitiva. 

Es evidente que un perígono es igual a dos ángulos de lados colineales, 
y también a cuatro rectos. 

42. Angulos complementarios, suplementarios, conjugados. Dos 

ángulos son complementarios, y cada uno es el complemento del 
otro, cuando su suma es un recto. 

Dos ángulos son suplementarios, y cada 
uno es el suplemento del otro, cuando su 
suma es dos rectos. 

Dos ángulos son conjugaclos cuando su 
suma es igual a un perígono. 

Así, ei complemento de AOB es BOC ; el 
suplemento, BOD\ el conjugado, el ángulo entrante BOA. 

43. Propiedades de los ángulos suplementarios. Las siguientes 
proposiciones son evidentes : 

1. a La smma de los dos dngulos adgacentes qae una recta 
forma con otra es igual a dos rectos. 

2. a Si la suma de dos dngulos adyacentes es dos rectos , los 
lados no comunes estdn en línea recta. 

44. Medida de los ángulos. La unidad de medida para los án- 
gulos es 3 ^ de un perígono, y se llama grado. 

Se divide en 60 minutos, y el minuto en 60 segundos. 

La notación 5° 13' 12" significa 5 grados, 13 minutos, 12 segundos. 

Es evidente que un ángulo recto tiene 90°; uno de 
lados colineales, 180°; y un perígono, 360°. 

45. Ángulos opuestos por el vértice. Dos ángu- 
los son opuestos por el vértice cuando los lados 
del uno son las prolongaciones de los del otro. 

Los ángulos x y z son opuestos por el vértice, y también lo son los án- 
gulos w e y. 
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EJERCICIO 3.° 


1. Hállese el complemento de 72°; de65°30'; de22°20T5 ,r . 

2. ^Cuál es el supleraento de 45° ? de 120°? de 145° 5 r ? 
de 22° 20' 15" ? 

3. Hállese el ángulo conjugado de 240°; el de 280°; el de 

312° 10' 40 V . 

4 . Si el complemento del ángulo x es 2 x, ^cuál \/x 


es el valor de x en grados ? 

5. Si el complemento de un ángulo x es 3x, <?cuál es el 
valor de x en grados y minutos ? 

6. ^Cuál es el ángulo cuyo complemento es cuatro veces 
mayor que él ? 



7. Si el suplemento del ángulo x es 5 x, ^ cuál 


es el valor de x ? 

8. Si el suplemento de un ángulo x es 14 x } ^cuál es el 
valor de x ? 

9. ^Qué ángulo es igual al doble de su suplemento? 

10. i Cuántos grados tiene el ángulo que es igual a su suple- 
mento ? ^cuántos el que es igual a su complemento ?__ 

11 . Si el ángulo conjugado de x es § x, ^cuál -- 

es el valor de x ? / 

Í2. Si el conjugado del ángulo xes^,^ cuál es el valor de a ? 

13. ^Qué ángulo es igual a un tercio de su conjugado? 
^Qué ángulo es igual a su conjugado? 

14. Determínense los dos ángulos xe y cuya suma es 90 
y cuya diferencia es 10°. 

15. Hállense dos ángulos complementarios tales que sv 
diferencia sea 30°. 

16. Hállense dos ángulos suplementarios tales que el uno 
sea 20° mayor que el otro. 
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17. La diferencia entre dos ángulos conjugados x e y es do? 
rectos. ^ Cuáles son esos ángulos ? 

18. La diferencia entre dos ángulos conjugados x e y es cero. 
I Cuáles son los valores de x e y ? 

19. Dos ángulos son complementarios, y el uno es cuatro 
quintos del otro. Hállense sus valores. 

20. I)os ángulos son suplementarios, y el uno es cinco veces 
el otro. Hállense sus valores. 


21. Hállese el número de grados en el ángulo menor formado 
por las manecillas del reloj a las cinco y cuarto. 

22. Hállese el número de grados en el ángulo formado por 

las manecillas del reloj a las diez y diez. » 

23. Siendo el ángulo A OB de 38°, hállese el ^ 

número de grados en BOC, COD y DOA. ^ 

24. Si el ángulo AOB de la misma figura i> 

es un tercio de BOC, ^ cuántos grados tiene cada uno de los 
cuatro ángulos ? 


25. En esta figura, w = 2 x. Cuántos grados 
tiene cada uno de los ángulos io, x, y, z ? 

26. Hallese el ángulo que es igual a su com- 
plemento menos 30°. 



27. Hállese el ángulo que es igual a la mitad de su com 
plemento. 

28. Dibújese una figura para demostrar que si los lados ex- 
teriores de dos ángulos adyacentes están en línea recta, la suma 
de los ángulos es 2 rectos. 

29. Dibújese una figura para demostrar que la suma de todos 
los ángulos formados en un mismo punto v de un mismo lado 
de una recta es igual a 2 rectos. 

30. Dibújese una figura para demostrar que los comple, 
mentos de ángulos iguales son iguales. 
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46. Proposición. Se llama proposición el ennnciado de un 
hecho, como nna ley o un principio, o el enunciado de una 
cuestión por resolver. 

Hay ciertas clases de proposiciones que se emplean a menudo en 
matemáticas, y a las cuales se han dado nombres especiales, a saber: 
el axioma, el postulado, el teorema, el problema y eV corolano. 

47. Axioma. Llámase axioma una jyroposición q Ue , siendo 
evidente, no requiere demostraciòn. 

Así las proposiciones: La parle es menor que el todo, Si a cantidades 
iguales se agrega una misma cantidad los resultados serán iguales , son 
axiomas. 

48. Postulado. Llámase postulado una proposición cuya 
verdad, aunque no tenga la evidencia de un axioma, se admite 
sin demostración. 

Es a veees difícil distinguir entre un postulado y un axioma. Tanto 
el uno como el otro es una suposición que se hace, algo que se da por 
sentado. Toda la ciencia matemática se funda en unas pocas propo- 
siciones de esta clase. Las que son peculiares a la geometría se ilaman 
más a menudo postulados que axiomas. 

49. Teorema. Llámase teorema una proposición cuya verdad 
necesita demostraciòn. 

Así, la proposición: El cuadrado construído sobre la hipotenusa de un 
t ridngulo rectángulo es igual a la suma de los cuadrados construídos sobre 
los catetos , es un teorema. 

50. Problema. Llámase problema una cuestión que se propone 
para resolverse. En geometría los problemas más comunes son 
aquellos en que se piden construcciones que llenen requisitos 
dados. 

51. Corolario. Llámase corolario una proposiciòn que es con- 
secuencia inmediata de otra, y cuya demostraciòn requiere poco 
c ningún razonamiento nuevo. 

Por ejemplo, si se supone que dos ángulos cualesquiera de lados 
colineales son iguales, síguese como corolario que todos Vos ángulos 
rectos son iguales, puesto que im recto es la mitad de un ángulo de 
lados colineales- 
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52. Axiomas. Hé aquí algunos axiomas importantes : 

1. ° Si a cantidades iguales se agregan o quitan cantidades 
iguales, los resultados son iguales. 

2. ° Si cantidades iguales se multiplican o dividen por can- 
tidades iguales, los resultados son iguales. 

Este axioma no se aplica cuando el divisor es cero. 

3. ° Si cantidades iguales se elevan a una misma potencia> 
o si a ambas se les extrae una misma raíz, los resultados son 
iguales. 

Cuando este axioma se aplica a la extracción de raíces, es preciso 
tomar éstas con un mismo signo, pues una raíz puede tener más de uno. 

4. ° Si en los dos miembros de una desigualdad se ejecuta 
una misma operadón con números positivos, el sentido de la 
desigualdad no se altera. 

Si, por ejemplo, a>b, y x e y son cantidades positivas iguales, se tiene: 

a + x >b + y, a — x>b — y, ax>by, ->-. 

x y 

5. ° Si se suman dos desigualdades de un mismo sentido, 
lo8 remltados son desiguales en el mismo sentido. 

Si, por ejemplo, a > b, c > d, se tiene también : a + c>b + d. 

6. ° Si los dos miembros de una desigualdad se restan de los 
dos de una igualdad, los resultados son desiguales en sentido 
opuesto al de la desigualdad dada. 

Si a > b y x = y, entonces x — a<y — b. 

7. ° Dos cantidades iguales a una tercera lo son entre sî. 

8. ° Toda cantidad puede reemplazarse con su igual. 

9. ° Si una cantidad es mayor que otra, y ésta mayor que 
una tercera, la primcra es mayor que la tercera. 

Si a>b y b>c, se tiene también : a>c. 

10.° El todo es mayor que cualquiera de sus partes, e igua 1 
a la suma de sus partes. 
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53. Postulados. He aquí varios postulados importantes : 

1. ° Por dos puntos dados cualesquiera puede hacerse pasai 
una recta , y sólo una. 

2. ° Toda recta puede prolongarse en ambos sentidos. 

Prolongar AB es continuarla o extenderla__ 

más allá de B ; prolongar BA es continuarla A 5 

más allá de A. 

B.° El camino más corto entre dos puntos es la recta que 
los une. 

4. ° Es siempre posible describir una circunferencia de centro 
y radio dados. 

5. ° Toda figura puede hacerse cambiar de posición sin 
alterar su forma ni sus dimensiones. 

6. ° Todos los ángulos de lados colineales son iguales. 

54. Corolario l.° Dos puntos determinan una recta. 

55. Corolario 2.° Dos rectas no pueden cortarse en mds 
de un punto. 

Pues si tuvieran dos o más puntos comunes coincidirían (post. l.°). 


56. Corolario 3.° Todos los ángulos rectos son iguales. 
Porque un recto es la mitad de un ángulo de lados colineales (n.° 34). 


57. Corolario 4.° En un punto cualquiera 
puede levantarse una perpendicular a esa 
recta , y sólo una. 

En efecto, si en el punto 0 pudiesen levan- 
tarse dos perpendiculares OC y OB a DA, 

los ángulos AOB y AOC serían rectos y por D - 

tanto iguales (n.° 56), lo cual es imposible. 


de una recta 



58. Corolario 5.° Ángulos iguales tienen complementos 
iguales , suplementos iguales y conjugados iguales. 

59. Corolario 6.° Un ángulo mayor que otro tiene menor 
comp'lemento , mplemento y conjugado que ese otro. 
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EJERCICIO 4.° 

1. Hállese el valor (lel Zx en la ecuacidn 10° + Zx = 27°30' 

2. Hállese el vaior del Z x en Z x + 37° = £ Z x + 40°. 

3. Hállese el valor del Zx en §Z* + Zíi = 5Zi. 

4. Hállese el valor del Z x en Z x + Z a = 4 Z a — Z x. 

Ildllcse el valor del Z x en las svjuientes ecuaciones : 


5. 

x + 13°= 39° 

10. x = 0,7 x -f- 33°. 

6. 

x — 17° = 4G°. 

11. x = 0,1 x + 18°. 

7. 

2x = x + 23°. 

12. Jx = f x -f- 2^°. 

8. 

5x = 2x + 21°. 

13. £ x = 0,1 x -J- 14°. 

9. 

4a? = £x -f 70°. 

14. §x= £x4-2°. 


15. 12x4-17° = 

9x +- 32°. 


16. 5x — 22°30' = 2x-f 11°. 


17. 51° 20'-f 

x — 5 1' -j- 3 x. 


18. 73° 21'4"- 

- x = 3° 3' 12" -f- 4x. 


19. Ilállense x 

e y en x 4- 20° = y, y — 5° = 2 x. 

Hállense x e y en los 

siguientes sistemas: 

20. 

x + y = 45°, 

23. x + 2y = 21°, 


x — y = 35°. 

x -f- 3 y = 26° 15'. 

21. 

x — 8 y = 0°, 

24. x + y = 9° 20' 15", 


x -f- 8 y = 80°. 

2x — y = 12° 25'15". 

22. 

2x + y = 64°, 

25. x — y = 5' 5", 


3 x — ;/ = 88°. 

3x-f4y = 14° 50'50'. 

26. 

Si x < 10°, e y = r i 

'° 30', ^qué se sigue en cuanto al valor 

de x 

-v? 


27. 

En el ejereicio 26, 

qué puede decirse en cuanto al valor 

de la diferencia x — y ? 
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FIGURAS RECTILÍNEAS 

Peoposición I. Teouema 
60. Dos ángulos opuestos por el vértice son iguales. 



Sean AC y BD dos rectas que se cortan en O. 

Demostrar que Z.AOB = Z COD. 

Demostración. ZAOB +Z.BOC = 2 rt., 

Z BOC + Z COD = 2 rt. N.° 43 

(La suma de los dos ángulos adyacerdes que una reeta forma con 
otra es igual a dos rectos.) 

ZAOB +ZBOC =ZBOC+ZCOD. N.°53,6.° 
ZAOB =ZCOD. N.°52, l.° 

(Si de cantidades iguales se restan cantidades iguales, los 

resuìtados son iguales.) l. c. d. d. 

61. Carácter de las demostraciones. Se observará que este 
teoreina (y lo mismo se aplica a cualquiera otro) es en sí 
mismo el enunciado de una proposición que debe demostrarse, 
mientras que la demostración que le sigue es un encadenamiento 
de propooiciones la verdad de las cuales se admite, sea comc 
axioma, sea por haberse demostrado previamente. 
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62. Clasificación de los triángulos según los lados. Dícese que 
un triángulo es 

escaleno cuando sus tres lados son desiguales; 
isósceles cuando dos de sus lados son iguales 
equilátero cuando sus tres lados son iguales. 

A 

lsòsceles Equilátero 

63. Clasificación de los triángulos según los ángulos. Dícese 
que un triángulo es 

rectángulo cuando tiene un ángulo recto; 
obtusángulo cuando tiene un ángulo obtuso; 
acutángulo cuando sus tres ángulos son agudos; 
oblicuángulo cuando no es rectángulo; 
equiángulo cuando sus ángulos son iguales. 

A 

Acutángulo Equiángulo 

64. Partes homólogas. Llámanse partes homólogas en dos 
fìguras iguales o de una misma forma las que están seme- 
jantemente dispuestas en las dos figuras. 

65. Cuadrado. Llámase cuadrado una figura rectilínea que 
tiene cuatro lados iguales y cuatro ángulos rectos. 

66. Congruencia. Dícese que dos figuras son congruentes 
cuando pueden hacerse coincidir en todas sus partes; esto es, 
cuando son iguales. 

67. Corolario. Las partes homólogas de dos figuras con- 
gruentes son iguales. 




. Rectángulo Obtusángulo 




Escaleno 
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Proposición II. Teorema 


68 . Si dos lados de un triángulo y el ángulo com- 
prendido son respectivamente iguales a dos lados y el 
ángulo comprendido de otro triángulo , los dos trián, 
gulos son iguales . 



Sean ABC , XYZ dos triángulos en que AB = XY , AC — XZ, y 
ZI=ZI 


Demostrar que AABC = AXYZ. 

Demostración. Colóquese el A ABC sobre el XYZ de suerte 
que A caiga sobre X j AB sobre 17. N.° 53,5.° 

Entonces B caerá sobre Y. 

{Se supone que AB = XY.) 

A C tomará la direcciòn de XZ. 

(Se supone ZA = ZX.) 

Finalmente, C caerá sobre Z. 

(Se supone que AC = XZ.) 

.*. CB coincidirá con ZY. 53, l.° 

(Por dos puntos dados cualesquiera puede hacerse pasar una 
recta , y sólo una.) 

.’. los dos A son congruentes y por tanto iguales. l.c.d.d 

69. Corolario. Dos tridngulos rectángidos son iguales si los 
dos lados que forman el ángulo recto en el um son iguales a 
los correspondientes del otro. 
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EJERCICIO 5.° 

1. Suponiendo que el ángulo a de esta figura sea de 53°, 
hállense los valores de x, y, z. 

2. Si el ángulo a del ejercicio anterior es de 89°, 

' ò cuáles son los valores de x, y, z? 

3. En el cuadrado ABCD, demuéstrese que 
AC = BD. 

Se sabe de antemano que dos lados del AABC son 
respectivamente iguales a dos lados del A BAT). 

Cuáles son esos lados ? <j Qué se sabe de los ángulos 
comprendidos ? Escríbase una demostración completa 
semejante a la de la proposición II. 

4. Si ABCD es un cuadrado y P es el punto 
medio de AB, demuéstrese que PC = PD. 

^ Qué triángulos puede demostrarse que son iguales? 

5. Hállese el número de grados: 1,° de un 
ángulo que es la cuarta parte de su comple- 
mento; 2.° de un ángulo que es ìa décima parte 
de su complemento. 

6. ^Qué ángulo es : l.° el doble de su suple- 
mento? 2.° un tercio de su suplemento? 

7. Los purtos P, Q, R, S son los puntos 
medios de los lados dcl cuadrado ABCD. 

JDemuéstrese que PQ = QR =RS = SP. 

8. En el cuadrado ABCD, PD = PC y tam- 
bién AN = BM. Demuéstrese que PM = PN. 

9. Demuéstrese que la distancia AB de un 
lado a otro de una laguna puede hallarse así: , 

En un punto convenienteP se clava una vara o 
un jalón. Mirando en la direcciòn AP, se hace 
clavar una estaca en A', haciendo PA' = PA. 

De igual manera se determina B', mirando de 
B a P. v haciendo PB' = Pb. Después se mide la distancia A 'B'. 
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70. Dibujo de las figuras. En el n.° 31 se dieron instrucciones 
para dibujar las figuras geométricas más elementales, y el 
alumno puede aplicarlas al dibujo de las que se presentan en 
las varias proposiciones y ejercicios. En las dos figuras si- 
guientes se indica la manera de construír el triángulo XYZ de 
modo que XY sea igual a AB, X a A, y XZ a AC. Las líneas 
auxiliares, o de construcción, se hacen de puntos. 



Es bueno que al principio el alumno construya las fìguras con exao- 
ticud empleando el compás y la regla, basta que se acostumbre al uso de 
estos instrumentos. Después basta que las dibuje a pulso, determinando 
aproximadamente a ojo las condiciones que cada figura debe satisfacer. 
Para las demostraciones no es necesario que las figuras que se dibujen 
satisfagan exactamente estas condiciones: es suficiente suponer que las 
satisfacen. 

71. Marcas en las partes homólogas. Las proposiciones rela- 
tivas a figuras iguales se comprenden mejor, y las demostra- 
ciones se facilitan mucho, marcando con una misma marca laa 
partes iguales en las dos figuras, como se ve a continuación: 



Aquí iC y su igual XZ se han marcado con dos rayitas, Atì y Xf 
con una, y los ángulos A y X con una curva. En vez de esta curva puede 
emplearse un punto grueso o una crucecita. 

Cuando las figuras son muy complicadas, pueden facilitarse las com 
paraciones empleando lápices de distintos colores; pero esto rara ve> 
merece la pena. 
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Phoposición III. Teorema 


72. Dos triángulos son iguales si tienen iguales respec- 
tivamente un lado y los ángulos adyacentes a ese lado. 

Dos ángulos son adyacentes a un lado cuando ese lado es común a loa 
dos ángulos. 



Sean los triángulos ABC, XYZ, en que los ángulos A y B sot» 
iguales respectivamente a los X e Y, y AB es igual a XY. 

Demostrar que AABC — AXYZ. 

Demostración. Colóquese el AABC sobre el XYZ de suerte 
que AB coincida con su igual 17. K° 53, 5.° 

(Todajigura puede hacerse cambiar de posíción sin alterar su 
forma ni sus dimensiones.) 

Los lados AC y BC tomarán respectivamente las direcciones 

XZ, YZ. 

(Síguese esto de que se supone ZA —ZX, ZB = ZY.) 

.*. C caerá sobre Z. N.° 55 

(Dos rectas no pueden cortarse en más de unpunto.) 

los dos A son iguales. N.° 16 

(Dosfiguras son iguales cuando pueden hacerse coincidir en 
todas suspartes.) 

73. Hipótesis. Llámase hipótesis una suposición cualquiera. 

Por ejeinplo, cuando en él n.° 72 se dice que ZA=ZX,jZB = ZY 
estas igualdades existen por lnpótesis; esto es, porque se ha supuesto en el 
enunciado del teorema que se trata de triángulos en que esas igualdades 
se verifican. v no de otros triángrulos. 
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EJERCICIO 6.° 

1. En el cuadrado ABCD, el punto P es el punto medio de 
DC, y PQ y PR se han trazado de modo que Z QPC = 30°. 
C RPQ = 120°. Demuéstrese que PQ = PR. 

Si ZQPC = 30° y ZRPQ = 120°, ó cuál es el valor 
del ZDPR ? 

<> Qué partes de los dos triángulos son iguales, y 
por qué ? 

Escríbase la demostración completa. 

2. Demuéstrese que si en esta figura CM bisecta el ZLACB 
y es perpendicular a AB, el triángulo ABC es 

isósceles. 

<> Son dos de los ángulos del A AMC iguales respec- 
tivamente a dos del A BMC ? <; Por qué ? 

Los dos triángulos tienen un lado común. A 

Escríbase la demostración completa. m 

3. En el triángulo anterior, AC = BC, y CM es la bisectriz 
del ángulo C. Demuéstrese que AM = BM. 

4. En el triángulo ABC, zLA = Z.B. E1 
punto P bisecta AB, y PM y PN están traza- 
das de modo que Z BPM = Z APN. Demués- 
trese que BM = AN. 

5. Enel triángulo ZA = Z.B, y ZBAP = 

ZABQ. Demuéstrese que AP = BQ. 

6. Para medir el ancho AP de un río se ejecu- 
taron las operaciones siguientes: De A se midió A ' 

AB t n dirección perpendicular a AP. En el punto medio 0 
de AB se clavó una estaca. En B se p 

levantó una perpendicular & AB, y 
en ella se clavó una estaca en C, 
escogiendo este punto de suerte que 
quedase en línea recta con 0 y P. 

E1 ancho del río se determinó mi- 
diendo BC. Demuéstrese xa vahdez deí procedimiento. 
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Proposición IV. Teorema 

74. En todo triángulo isósceïes los ángulos opuestos 
a los lados iguáles son iguales. 



Sea ABC un triángulo isósceles en que AC es isual a BC. 

Demostrar que Z.A — Z.B. 

Demostración. Trácese la bisectriz CD del Z.ACB. En jos 
triángulos ADC, BDC , 

AC = BC, Por hipòt. 

CD = CD, Identidad 

ZACD = ZDCB. 

(Por construcción, CD biseda el ZACB.) 

.*. A ADC = A BDC. K° 68 

(Si dos lados deun A y el Z comprendido son respectivamente iguales a 
dos lados y el Z comprendido de otro A, los dos & son iguales.) 

.’ . Z A = Z B. N.° 67 

(Las partes homólogas de dosfiguras congruentes son iguales.) L. c.D. D. 

Este teorema se conoce con el nombre de pons asinorum, o puente de 
■os asnos, y se atribuye al filósofo griego Tales. 

E1 lado desigual de un triángulo isdscelcs se llama a veces base del 
triángulo, y el vértice del ángulo opuesto, vértice del triángulo. 

75. Corolario. Todo triángulo equilátero es equidnguîo. 

2 . E1 triángulo eouilátero es isósceles ? 
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EJERCICIO 7.° 


1. Supóngâse quo, en la figura del n.° 74, AC = BC y que CD 
es la bisectriz del ángulo C. Demuéstrese que CD es L a^4J5. 

,jQué ángulos debe demostrarse que son rectos? C 

ò Qué es ángulo recto ? ^ Llenan estos ángulos las con- 
diciones de la definición ? 

2. Suponiendo AC = BC, demue'strese que los 
ángulos m y n son iguales. 

3. Supòniendo AC = BC y AD=BD, demuéstrese que 
ZCBD = ZDAC. 



<, Qué ángulos son iguales, según la proposición IV? 
<j Qv:é axioma se aplica aquí? 

4. Demuéstrese ,que si en la misma figura se 
traza la recta CD, ADBC = ADAC. 

5. D os triángulos isósceles ABC, ABD se cons- 
truyen de un mismo lado de la base común AB. 
que Z CBD =ZDAC. 



d 

Demuéstrese 


6. En la figura del ejercicio 5 demuéstrese que 
ìa recta que une los puntos C y D es la bisectriz 
del ángulo ADB. 

<, Cuáles son los dos triángulos cuya igualdad debe 
demostrarse ? 




7. En esta figura, AC = BC y AP = BQ. Demuéstrese que 

PC = QC, y AMPC = Z.MQC. C 

8. Demuéstrese que sienestafigura.4C=j5C, 

AP =BQ, y PM = QM, la recta CM es ± a PQ. 

<j Qué ángulos debe demostrarse que son rectos ? j—p- —^^ 

9. En esta figura, P, Q, R son los puntos medios de los ladoa 
del triángulo equilátero ABC. Demuéstrese que 
el triángulo PQR es equilátero. 

Demuéstrese, aplicando teoremas ya demostrados, que 
Jos AAPR. BQP. CRQ son ijrualas. 
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Proposición V. Teorema 


76. Si dos ángulos de un triángulo son iguales, los 
lados opuestos son iguales, y el triángulo es por tanto 
isósceles. 

o c' 




Sea ABC un triángulo en que los ángulos A y B son iguales. 

Demostrar que AC = BC. 

Demostración. Supóngase que el triángulo A’B'C’ es el trián' 
gulo ABC trasportado a otra posicion. 

Voltéese el triángulo A'B'C' j colóquese sobre el ABC de 
suerte que B' caiga en A j A' en B. 

E1 lado B’A' coincidirá con AB. 

Ahora bien, Z.A' = Z.B\ 

=Z4'; 

.\ZA = ZB'. 

.*. B'C' tomará la dirección de AC. 

Asímismo, A'C' tomará la dirección de BC. 

Luego C' caerá a la vez eniC y BC, j por tanto en C. 

.*. B'C' — AC. 

Pero B'C' es lo mismo que BC. 

.’. BC = AC. L.C.D.D. 

77. Corolario. Todo triángulo equiángulo es equilátero. 


N.° 53, l.° 
Por hipót 
Por hipót. 
N.° 52, 7.° 
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78. Métodos de demostración. Se observará que en ios teoremas 
precedentes se lian empleado dos métodos de demostración, a 
saber: 

1) Método sintético. La demostración de la proposición I es 
ejemplo de este método, que consiste en encadenar axiomas, 
postulados y teoremas ya demostrados de tal manera que dicho 
encadenamiento conduzca necesariamente a la conclusión de que 
la proposición que se trata de demostrar debe ser verdadera; 
pues de otro modo no lo serían las proposiciones de que tal 
conclusiòn se deduce. Éste es el método empleado en los 
ejercicios de las páginas 28, 31 j 33. 

2) Método de superposición. Consiste este método en colocar 
una fìgura sobre otra j demostrar por el razonamiento que, 
dadas las condiciones supuestas, así como la verdad de ciertas 
proposiciones previamente establecidas, las dos figuras deben 
coincidir en todas sus partes y ser por tanto iguales. Ejemplos 
de este método ocurren en las proposiciones II y III. En la Y 
se hizo uso de un método especial, que consiste en superponer 
una figura a sí misma, después de haberla volteado. 

79. Recíproca. Si dos proposiciones son tales que lo que se 
supone en la una es lo que debe demostrarse en la otra, cada 
una de ellas se llama proposición recíproca , o brevemente recí- 
procay de la otra. 

En la proposiciónIV se supone AG — BC, j es preciso demostrar que 
ZA = ZB. 

En la proposición V se supone ZA = ZB, j e s preciso demostrar que 
AC=BC. 

Así pues, las proposiciones IV y V son cada una la recíproca de la otra. 

Obsérvese muy especialmente que de que una proposición 
sea verdadera no se sigue necesariamente que su recíproca lo es. 
En ciertos casos lo es, mas el hecho debe demostrarse 

Así, la recíproca de la proposición: Si dos ángulos son rectos, 
son iguales, es : Si dos ángulos son iguales, son rectos , lo cual no 
es necesariamente cierto. 
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Proposición VI. Teorema 

80 . Si los tres lados de un triángulo son respectiva- 
mente iguales a los tres lados de otro, los dos triángulos 
son iguales. 

c' 




Sean ABC , A’B’C’ dos trû agulos en que AB es igual a A’B’ BC 
a B’C’ , y CA a C’A’. 

Demostrar que AABC = A A'B'C'. 

Demostración. Sean AB y A'B' los lados mayores de los dos 
triángulos. 

Yoltéese el triángulo A’B’C' y colóquese de modo que A’B' 
coincida con su igual AB. 

E1 \értice C'caerá abajo del lado AB, como se ve, y por tanto 
el AA'B'C' quedará en la posiciòn ABC'. 

Trácese CC'. 

Ahora bien, A C = A C', BC = BC’-, p or hipót. 

^ACC’ = ZCC’A, y ZC'CB = ZBC'C. K.° 74 

• ZACC' + ZC’CB = ZCC'A + ZBC'C, K.° 52, 1° 
o lo que es lo mismo, 

ZACB = ZBC'A. K.* 52, 8.° 

A ABC = A ABC'. K.° 68 

AABC = AA'B'C’. 

{El A A JB C es el ABC' en otra posición.y 


L.C.D.D. 
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EJERCICIO 8.° 

1. Demuéstrese que la línea que une el vértice y el puntc 
medio de la base de un triángulo isósceles divide el triángulc 
en dos triángulos iguales. 

2. Tres varillas de hierro están engoznadas 
por los extremos, como se ve en esta figura. 

Lorman una figura rígida (que no puede cam- 
biar de forma)? ^Por quó? 

3. ^Eorman una figura rígida las cuatro va- 
rillas engoznadas que aquí se representan? Si 
no, ' 6 cómo puede liacerse rígida agregando otra 
varilla? Explíquese por qué. 

4. Si en los lados opuestos de una misma basc se construyen 
dos triángulos isòsceles, demuéstrese por la proposición VI y 
el n.° 67 que la recta que une los vòrtices de 
los ángulos opuestos a la base es la bisectriz 
de esos ángulos. 

5. En esta figura, AB—AD, CB — CD. 

Demuéstrese que AC es la bisectriz de los 
A BA D y DCB. 

6. En el ejercicio 8.° del n.° 31 se ensenó la 
manera de bisectar un ángulo, empleando esta 
figura. Trácense PX yP7,y demuéstrese por la 
proposición VI que PO es la bisectriz del Z.AOB. 

7. En un triángulo ABC, AC = BC. Si las 
bisectrices de los ángulos A y B se cortan en 
P, demnésfrese que el A ABP es isósceles. 

8. Demuéstrese que.<4C = jBC si Zm=Zn. 

9. De los vértices A y B de un triángulo 
equilátero se trazan rectas a los puntos medios de 
ios lados opuestos. Demuéstrese que son iguales. 

Demuéstrese por la proposición II que AABQ=ABAP. 
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Proposición VII. Teorema 

81 . Si deun punto situado en el interior de un trián - 
gulo se trazan rectas a los extremos de uno de los 
lados, la suma de estas rectas es menor que la suma de 
los otros dos lados del triángulo. 



Sean PA y PB dos rectas trazadas del punto interior P del trián- 
gulo ABC a los extremos del lado AB. 

Demostrar que CA 4- CB > PA + PB. 

Demostración. Prolónguese AP hasta su intersección Q con 
el lado CB. N.° 53, 2.° 

Ahora bien, CA + CQ > PA + PQ. K° 53, 3.° 

{La línea más corta entre dos puntos es la recta que los une.) 
Asímismo, BQ + PQ > PB. N.° 53, 3.° 

Sumando estas desigualdades miembro a miembro, resulta 
CA + CQ + BQ + PQ > PA + PQ + PB. K.° 52, 5.° 
(Si dos desiỳualdades de un mismo sentido se suman miembro a 
mierribro , los resultados son desiguales en el mismo sentido.) 

Reemplazando CQ + BQ por su igual CB: 

CA + CB + PQ > PA + PQ + PB. N.° 52, 8.° 
(Toda cantidad puede reemplazarse con su igual.) 

Restando PQ de los dos miembros de la desigualdad 
(n.° 52, 4.°), resulta 


CA 4- CB > PA + PB. 


L.C.D.D 
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Proposición VIII. Teorema 

82 . De un punto exterior a una recta no puede bajarse 
a esa recta más de una perpendicular. 



Sean P un punto exterior a la recta XY ; PO una perpendicular 
fvajada de P a XY, y PZ otra recta cualquiera trazada de P a XY. 

Demostrar que PZ no es J_ a XY. 

Demostración. Prolónguese PO liasta P', Laciendo OP' igual 


la perpendicular OP. N.° 53, 2.° 

Trácese P'Z. N.° 53, l.° 

Por construcción, POP' es una recta. 

.•. PZP' no es una recta. N.°53, l.° 

el Z.P'ZP no es de lados colineales. N.° 33 
Ahora bien, Z POZ y Z ZOP' son rectos. N.° 27 

.*. ZPOZ =ZZOP'. N.° 56 


Además, PO = OP', Por construcciòn 

OZ = OZ. Identidad 

.*. A OPZ = A OP'Z. N.° 68 


ÍSi dos lados de un triángulo y el ángulo comprendido son respectivamente 
iguales a dos lados y el ángulo comprendido de otro triángulo. 
los dos triángulos son iguales.) 

Y también Z OZP = Z OZP’. N.° 67 

Z OZP, mitad del Z P'ZP , no es recto. N.° 34 
.-. PZ no es laIF(n.° 27). 


L.C.D.D 
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Proposición IX. Teorema 

83 . Si de unpunto de una perpendicidar a una recta se 
trazan a la recta dos óblicuas cuyospies estén a iguál dis~ 
tancia del pie, de la perpendicular , esas dos oblicuas son 
iquales y forman ángulos iguales con la perpendicular 



Sea PO una perpendicular a XF, y sean PA y PB dos oblicuas 
trazadas de P a XY de tal suerte que OA sea igual a OB. 

Demostrar que PA = PB y que ZAPO =Z.BPO, 
Demostración. En los A AOP, BOP , 

ZPOA y ZBOP son rectos. 

(Se supone que PO es ± a XY.) 

.’. ZPOA — ZPOB. X.°56 

(Todos los Á rectos son iguales.) 

También se tiene : OA = OB, Por hipòt 

PO = PO. Identidad 

(En otros términos , PO es común a los dos &.) 

.\AAOP = ABOP. N.° 68 

(Si dos lados de un triángulo y el dngulo comprendido son respec- 
tivamente iguales a dos iados y el ángulo comprendido 
de otro tridngulo, los dos tridngulos son iguales.) 

PA = PB, 

y también ZAPO = ZBPO. K° 67 

(Las partes homólogas dejiguras iguales son iguales.) L. c.D. P- 
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Proposición X. Teorema 

84 . Si de un punto de una perpendicular a una recta 
se trazan a esa recta dos oblicuas cuyos pies no equi - 
disten del de la perpendicular , la oblicua cuyo pie dista 
más es mayor que la otra. 



Sean PO una perpendicular a XY, y PA, PC dos oblicuas. Se 
supone que OA es mayor que OC. 

Demostrar que PA > PC. 

Demostración. Tómese OB igual a OC, y trácese PB. 

Entonces, PB = PC. K° 83 

En PO prolongada tómese OP' = OP , y trácense P'A, P'B. 

Entonces, PA = P'A, y PB = P'B. N.° 83 

Ahora bien, PA -f P'A >PB + P'B. K° 8J 

2 PA > 2 PB, y PA > PB. N.° 52, 8.° y 4/ 
.\PA>PC (n.° 52, 8.°). l.c.d.d 

85 . Corolarios. De un punto situado fuera de una recta, 
sólo dos oblicuas de longitud dada pueden trazarse a esa recta, 
y estas oblicuas interceptan en la recta segmentos iguales dt 
los dos lados de la perpendicular bajada del mismo punto. 

Si se trazan dos oblicuas de un mùmo punto a una recta , 
el pie de la mayor dista mds del pie de la perpe7idicalar que 
el pie de la menor. 
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Proposición XI. Teopema 

86 . La perpendicular es la más corta de las rectas 
que pueden trazarse a una rectci de un punto situado 
fuera de ella. 


'p' 


Sea P un punto situado fuera de la recta XY. Sean PO la per- 
pendicular bajada de P a XY, y PZ una oblicua cualquiera. 


Lemostrar que PO<PZ. 

Demostración. Prolónguese PO hasta P’ de suevte que OP' sea 
igual a PO, j trácese P'Z. 

Entonces se tendrá: PZ — P'Z. N.° 83 


Igualmente, 
Ahora bien, 


PZ + P’Z= 2 PZ. 

PO +/P'0 = 2 PO. 

PO+ P'O <PZ + P’Z. 

.'. 2 PO < 2 PZ. 

.'. PO<PZ( n.° 52, 5.°). 


K° 52, 8.° 
N.° 52, 8.° 
N.° 53, 4.° 
N.° 52, 8.° 

L.C.D.D. 


87 . Hipotenusa y catetos. Llámase hipotenusa de un triángulo 
rectángulo el lado opuesto al ángulo recto. Los otros dos lados 
se llaman catetos. 


88. Distancia. Llámase distancia entre dos puntos la longi- 
tud de la recta que los une. 

Llámase distancia de un punto a una recta la longitud de la 
perpendicular trazada del punto a la recta. 
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Proposición XII. Teoeema 


89. Dos triángulos rectángulos son iguales si la hipotfr 
nusa y un cateto del uno son respectivamente iguales a 
la hipotenusa y un cateto del otro. 




Sean ABC, A’B’C' dos triángulos rectángulos tales que la hipot* 
nusa AC es igual a la A'C’, y el cateto BC al B'C’. 

Demostrar que Ò.ABC—Ù±A!B'C f . 

Demostración. Colóquese el A ABC al lado del A'B'C' de 
suerte que BC caiga sobre B'C' y A y A’ queden en ladof 
opuestos de B'C'. 

Entonces BA caerá sobre la prolongación de A'B'. N.° 4? 

(Síguese esto de que ZCBA + ZA'B'C' = 2 rt.) 

Se tiene además: 

AC' = A'C '. 

(Síguese esto de que AC' es el lado AC en otra posíción , y se supone 
que los lados AC y A'G' son iguales.) 

AB’ = A'B\ K.° HÒ 

AABC =AA'B’C\ N.° 8C 

(Si los tres lados de un triángulo son respectivamente iguales a 

los tres lados de otro , los dos tridngulos son iguales.) L.C.D.B 

90. Corolario. Dos triángulo8 rectdngulos son iguales si 
dos lados cualesquiera del uno son iguales a los corrcspon 
dientes dos lados del otro. 









44 


LIBRO I. GEOMETBÍA PLANA 


EJERCICIO 9.° 

1. ABCD es un cuadrado, y M el punto medio de AB. Ha- 
ciendo centro en M se describe un. arco que corta a AD en Q 

y a BC en P. Demuéstrese que A MBP = A MA Q. D _ c 

Escríbase el enunciado general de este teorema ç 
sin referirse a una figura particular y sin emplear 
letras que representen los puntos y líneas. 

E1 enunciado puede principiarse así : Si haciendo cen- 
tro en el punto medio de uno de los lados de un cuadrado , se descrìbe un 
arco que corte los lados perpmdiculares a ese lado , etc. 

2 . Trácese una figura análoga a la anterior, pero emplóese 
un radio tal qlie el arco descrito corte las prolongaciones de 
ADjBÇ^enìos puntos QyP, respectivamente, situados arriba 
de DC. Demuéstrese que A MBF = A MA Q. 

3. Demuéstrese que si las perpendiculares PN, ' B 

PM a los lados del ángulo AOB son iguales, el 
punto P está en la bisectriz del ángulo. Escríbase 0 * 
el enunciado general de este te’orema. 

4 . Demuéstrese que si las perpendiculares trazadas del punto 

medio M de uno de los lados AB de un triángulo c 
ABC a los otros dos lados son iguales, los ángu- 
los A y B también lo son. i Qué se sigue de aquí 
en cuanto a los lados AC y BC? Escríbase el 
enunciado general de este teorema. A M B 

5. Demuéstrese que si las perpendiculares trazadas de los 
extremos de un lado de un triángulo a los otros dos lados sor 
iguales, el triángulo es isósceles. 

6. Supóngase OFl.a OX. Cón centro 0 
se traza un arco que corta a OX enlyaOf 
en B\ con centro A, un arco que corta aOF 
en P; y con centro B, y el mismo radio, un 
arco que corta a OX en Q. Demuéstrese que °' ~"Q 
OP = OQ. 




i 








TRIÁNGULOS 


45 


Pboposición XIII. Teorema 


91 . Dos triángulos rectángulos son iguales si tienen 
iguales respectivamente la hipotehusa y uno de los 
ángulos adyacentes a ella. 



A 


Sean ABC, A'B'C’ dos triángulos rectángulos én que las hipote- 
nusas ACy A'C’ son iguales, y el ángulo A es igual al A’. 

Demostrar que AABC—AA'B'C ’. 

Demostración. Coldquese el triángulo ABC sobre el A’B'C’ de 
suerte que el vértice A coincida con el vértice A' y AC tome la 
dirección de A'C' 

Entonces C caerá sobre C'. 

(Síguese esto de que se supone que AC = A'C'.) 

AB tomará la direcciòn A’B’. 

(Sîguese esto de que se supone que Z.A = ZA'.) 

Puesto que C coincide con C' 
y los ÁB y B’ son rectos, 

CB coinoidirá. con C'B’. X.° 82 

(De un punto exterior a una recta no puede bajarse a esa recta más 
de una perpendicular.) 


.'. AABC^AA’B’C. 


N.°16 


(Dosjìguras cualesquiera son iguales cuando pueden hacerse coincidir 


en todos sus puntos.\ 


L.C.D.T> 
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Proposición XIV. Teopema 


92. Dos rectas situadas en un mismo plano y perpen- 
diculares a una tercera no pueden evxiontrarse, por más 
que se prolonguen. 


A 


-B 


c - *> 

y 

Sean AB y CD dos rectas perpendiculares a otra recta XY. 

Lemostrar que AB y CD no 'pueden encontrarse por mds 


Demostración. Si AB y CD prolongadas pudieran encontrarse 
en un punto, se tendrían dos perpendiculares bajadas de un 
mismo.punto a una recta, lo cual es imposible (n.° 82). 

.•. AB j CD prolongadas no pueden encontrarse. l.c.d.d. 

93. Rectas paralelas. Llámanse rectas paralelas las que se 
hallan en un mismo plano y no se encuentran por más que se 
prolonguen. 

94. Postulado de las paralelas. Por un punto cualquiera 
puede trazarse una paralela a una recta dada, y sóïo una. 

95. Corolario l.° Dos rectas situadas en un mismo plano 
y perpendiculares a una tercera son paralelas. 

96. Corolario 2.° Dos rectas paralelas a una tercera son 
paralelas entre sí. 

Pues si se encontraran, serían dos paralelas a una recta trazadas poi 
un mismo pnuto. lo cual es contrario al postulado del n.° 94. 
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Proposición XV. Teorema 

97 . Si dos o más rectas son paralelas, toda perpen 
dicuíar a una de ellas es perpendicular a las otras. 

x 



N 

Y 


Sean AB y CD dos paralelas, y XY una perpendicular a AB 
Sea P el punto de intersección de CD y XY. 

Demostrar que XY es A. a CD. 

Demostración. Supóngase que por el punto P se traza MJ\ 


perpendicular a XY. 

MN debe ser I! a AB. N.° 95 

Pero CD es II a AB. Por hipòt. 

.'. CD y MN deben ooincidir. N.° 94 

Ahora bien, XY es _L a MN. Por hipdt 

.'. XY es 1 a CD. l.c.d.u 


98. Trasversal o secante. Llámase trasversal o secante de dos c 
más rectas toda recta que las corta. 

99. Ángulos formados por una 
trasversal. Si XY corta AB y CD, A ' 
los ángulos a, d, f, g se llaman 
ángulos intemos', los b, c, h, e, 
ángulos extemos. 

Tomados en pares, d y f, a 
y g se llaman ángulos alternos- 
internos; b y h, c y e, altemos- 

externos; b y f, c y g, e y a, h y d, correspondientes. 
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Peoposición XVI. Teoeema 


100 . Si clos paralelas son cortcidas por una trasversal, 
los ángulos altemos-internos son iguáles. 



Y 


Sean AB y CD dos paralelas cortadas por la trasversal XY en los 
puntos P y Q respectivamente. 

Demostrar que / AP Q = /_D QP. 

Demostración. Por 0, punto medio de PQ, trácese la recta MN 
perpendicular a CD. 

MN es J_ a AB. K° 97 

(Si dos o mds rectas son paralelas , toda perpendicular a una de 
ellas es perpendicular a las otras.) 


A.hora bien, los A PMO y QNO son rectángulos. 

(Por construcción , los ÁOMP y ONQ son rectos.) 

N.° 63 

También se tiene : Z POM = / QON, 

(Dos ángulos opuestos por el vértice son iguales.) 

N.° 60 

OP = OQ. 

(Por construcción , 0 es elpunto medio dePQ.) 

Por hipót. 

.'. APJ\fO=AQNO. 

N.° 91 


(Dos triángulos rectángulos son iguales si tienen iguales respectivamente 
la hipotenusa y uno de los ángulos adyacentes a ella.) 

.*. /APQ=/DQP. 


L.C.D.D. 
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Proposición XVII. Teorema 

101 . Si dos rectas situadas en un mismoplano forman 
con una trasversal ángulos álternos-internos iguáles, esas 
dos rectas son paralelas. 



Sea XY una trasversal que forma con las rectas AB y CD los 
ángulos alternos-internos iguales APQ, DQP. 

Demostrar que AB es II a CD. 

Demostración. Puesto que no se sabe aún si AB es II a CD , 
supongamos que MN es la recta que pasa por P j es II a CD. 
Demostraremos ahora que AB coincide con MN. 

En primer lugar, Z.MPQ =Z.DQP. N.° 100 

(Si dos paralelas son cortadas por una trasversal , los ángulos 
altemos-internos son iguales.) 

Ahora bien, ZAPQ —ZDQF. Po r hipót. 

.‘.ZAPQ=Z MPQ. N.° 52, 7.° 

(Dos cantidades iguales a una tercera o a cantidad.es iguales 
son iguales entre sí.) 

AB j MN deben coincidir. N.° 23 

(Dçfinición de ángulos iguales.) 

Sabemos que MN es II a CD. Por liipót. 

AB, que coincide con MN, es II a CD. l.c.d.d 

Esta proposición es la recíproca de la prop. XVI. Véase el n,° 19. 
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Proposición XVIII. Teorema 

102 . Si dos paralelas son cortadas por una trasverscd, 
los ángidos correspondientes son iguales. 



Seen AB, CD dos paralelas cortadas por la trasversal XY en los 
puntos P y Q respectivamente. 

Demostrar que X BPX —/.D QX. 

Demostración. X.BPX = /.APQ, N.° 60 

y también, XAPQ = XDQX. N.° 100 

XBPX = XDQX (n.° 52, 7.°). l.c.d.d. 

103 . Corolario l.° Si dos rectas situadas en un plano 
forman con una trasversal ángulos correspondientes iguales , 
esas dos rectas son paralelas. Véase el n.° 101. 

104 . Corolario 2.° Si dos paralelas son cortadas por una 
trasversal , los dngulos extemos situados de un mismo lado de 
la trasversal , asi como los intemos , son suplementarios. 

105 . Corolario 3.° Si una trasversal corta dos rectas de 
tal modo que los ángulos extemosjppíor tanto los internos de 
un mismo lado de la trasversal son suplementarios , las rectas 
son paralelas. 

106 . Corolario 4.° Si dos paralelas son cortadas por una 
trasversal , los ángulos altemos-extemos son iguáles. 
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Proposición XIX. Teorema 

107. La suma de los tres ángulos de un triángulo es 
igual a dos rectos. 



Sea ABC un triángulo cualquiera. 

Demostrar que /.A + /.B + ZC = 2rt. 


Demostración. Trácese BY II AC, y prolónguese AB hasta X. 


/XBY+/YBC +/CBA= 2rt. 

N.° 34 

También, 

/A=/XBY, 

N.° 102 

además, 

/C =/ YBC. 

N.° 100 


.'. /A+/B+/C = 2rt. 

L.C.D.D. 


108. Corolario l.° Si dos dngulos de un triángulo son 
respectivamente iguales a dos dngulos de otro , el tercer angulo 
del uno es igual al tercer dngulo del otro. 

109. Corolario 2.° Un triángulo no puede tener mds de 
un dngulo recto ni mds de uno ohtuso. 

110. Ángulo externo. Llámase ángulo extemo de un triángulo 
el formado por un lado y la prolongación de otro. 

En la figura del n.° 107, el ángulo XBC es uno de los ángulos externos 
del triángulo ABG. Con respecto a XBC, los ángulos A y C se llaman 
ángulos internos opuestos. 

111. Corolario 3.° Todo dngulo extemo de un tridngulo 
es igual a la suma de los intemos opuestos , y por tanto mayol 
gue cada uno de los dos. 
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EJERCICIO 10.° 

1. Demuéstrese que si, coìocando un cartabón o escuadra 

contra el borde de una regla plana, como 
se ve en esta figura, se traza A C, y luégo, 
moviendo la escuadra hacia la derecha a lo / 
largo de la regla, se traza A'C', esta recta Zv 
es II a A C. I- 

2. Si Zx = 60", ^cuál es el valor de cada uno 
de los otros siete ángulos ? 

3. Dos paralelas son cortadas por dos trasver- 
sales, paralelas también. Tòmese cada uno de 
los ángulos e indíquese a que otros ángulos es 
igual, escribiendo, por ejemplo, a — c = g — e... 

Dénse las razones de estas igualdadès. 

4. En la misma fîgura, indíquese en forma de 
ecuaciones qué ángulos son suplementarios ; así: a + h = 180°. 

5. En el triángulo ABC, AC = BC, y DE 
es paralela a AB. Demuéstrese que CD = CE. 

Escríbase el enunciado general de este teorema. 

6. En la figura que sigue a la anterior, AB es 
paralela a CD, y Z A PQ = \Z QPB. ^ Cuál es el 
valor en grados de cada uno de los ángulos ? 

7. Si Z DQ Y = 135°, i cuál es el valor de cada 
lok> de los otros ángulos ? 

8. Supòngase Z.DQP = x y ZDQY = y. 

^Cuáïes son los valores de x e y, si y — x = 100°? 

9. Dados Z CQ Y= x, Z.APX —y,x = \y, calcúlense x e y 

10. En la pròxima iigura, x = 72°, x = § y. 

Dígase si las rectas son paralelas. 

11. Supóngase que en la misma figura x = 73° 
e y — x = 32° Dígase si las rectas son paralelas. 
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Los tres dngulos de vn tridngulo son x, y, z. Calcûlese el 


valor de z correspondiente 
de valores de x e y : 

12. x = 10°, y = 30°. 

13. a; = 20°, y = 20°. 

14. a; = 75°, y = 50°. 

15. x = 38°, y = 70°. 

16. x = 49°, y = 92°. 


cada uno de los siguientes pares 

17. x'= 37°, y = 48°. 

18. x = 63°, y = 29°. 

19. x = lò° 29 f , y = 68° 41'. 

20. x = 82° 33 f , y = 75° 48'. 

21. x = G9°58 f , y = 82° 49'. 


22. Si uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
es de 37°, i cuál es el valor del otro ? 

23. Si uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
es de 36° 41', ^cuál es el valor del otro ? 

24. Si uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
es de 29° 48' 56", ^ cuál es el valor del otro ? 

25. Si uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
es ùos tercios del otro, ^cuáles son los valores de esos ángulos, 
en grados ? 

26. Si uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
es dos veces el otro, cuáles son los valores de esos ángulos ? 

27. Si los dos ár.gulos agudos de un triángulo rectángulo son 
2 x y 5 x, determínense los valores de x y de los dos ángulos. 

28. Uno de los ángulos de un triángulo es el doble de otro y 
el triplo del tercero. Hállense los tres ángulos. 

29. Si uno de los ángulos de un triángulo isósceles es eJ 
doble de otro, i cuáles son los valores de los tres ángulos ? 

30. i Cuál de los ángulos de esta figura es 
igual a a + c ? i Cuáles son los dos ángulos 
cuya suma es igual a q ? i Cuál es el valor 
en grados de la suma p 4- q + r ? 

31. Demuéstrese la prop. XIX trazando por 
el vertice C una paralela al lado AB t en vez de trazar BY. 
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Proposición XX. Teoeema 

112 . La suma de dos lados cualesquiera de un trián- 
gulo es mayor que el tercer lado ; y la diferenda , menor . 



Sea AB el laao mayor del triángulo ABC. 

Lemostrar que BC-\-CA> AB, y AB —BC<CA. 

Demostración. BC + CA >AB. X.°53,3. e 

(El camino más corto entre dos puntos es la recta que los une-) 

De la desigualdad BC + CA>AB 
se deduce CA>AB-BC. N°. 52, 4.° 

AB— BC<CA. l.c.d.d. 

EJERCICIO 11 

JXyase en qué casos se pueden formar triángulos con las 
varillas dadas en cada uno de los casos siguientes, en que los 
números expresan las longitudes de las varillas (en centimetros, 
por ejemplo'): 

1. 2, 3, 4. 3. 6, 7, 9. 5. 8, 9,5, 18. 

2. 3, 4, 7. 4. 7,10, 20. 6. 9,75, 10,5, 12,25 

7. Demuéstrese que en esta figura la suma 
AB+BC es mayor que AD + DC. 

I Por qué es DB + BC > DC ? 

8. Háliese el número de grados de cada uno 
de los ángulos de un triángulo equilátero. 



D B 
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Proposición XXI. Teorema 

113 . Si dos lados de un tridngulo son desiguales , aì 
mayor lado se opone mayor ánguló. 



Sea ABC un triángulo en que BC es mayor que CA. 

Demostrar que Z BA C> A-B. 

Demostración. Hágase CX igual a CA. 

Trácese AX. 

E1 A A CX es isósceles; N.° 62 

. .ZCXA = ZXAC. N.° 74 

(En todo triángulo isósceles los ángulos opuestos a los lados 
iguales son iguales.) 

Ahora bien, ZCXA> ZB. N. 111 

(Todo ángulo extemo de un triángulo es mayor que cuaìquiera 
de los intemos opuestos.) 

También se tiene: ZBAOZXAC. N. 52,10. 

(El Z.XA C es evidentemente parte del BAG.) 
Reemplazando en esta desigualdad ZXAC por su igual 
/ CXA, resulta ZBAC>ZCXA. 

Puesto que ZBAC> ZCXA 

y también Z CXA > ZB, 

síguese que ZBAOZB. ^2,9. 

(Si una cantidad es mayor que otra, y ésta mayor que una tercera, 

la primera es mayor gue la tercera. \ L c.D. I>- 


l 
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Proposición XXII. Teorema 

114 . Si dos ángulos de un triángulo son desiguales, 
al mayor ángulo se opone mayor lado. 



Sea ABC un triángulo en que el ángulo A es mayor que el B. 

Demostrar que BC> CA. 

Demostración. E1 lado BC tiene que ser o igual a CA, o mayor 
o menor que CA. 

Si BC fuera igual a CA, 
los ángulos A j B serían iguales. N.° 74 

(En todo triángulo isósceles los ángulos opuestos a los lados 
iguales son iguales.) 

Si CA fuera.mayor que BC, 
el Z.B sería mayor que el Z.A. X.° 113 

Pero decir que CA no es mayor que BC es lo mismo que 
decir que BC no es menor que CA. 

Ahora bien, la igualdad 

ZA—ZB 

y la desigualdad 

za<zb 

«on contrarias al supuesto de que el ángulo A es mayor que el B 
Puesto que BC no puede ser igual a CA ni menor que CA, 
síguese necesariamente que 

BC>CA. 

Esta proposición es la recíproca de la proposición XXI. 


L.C.D D 



r 
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Proposición XXIIL Teorema 

115. Si dos lados de un triángulo son respectivamente 
iguales a dos lados de otro, y el ángulo comprendido 
por los dos primeros es mayor que el comprendido por 
los dos segundos, el tercer lado del primer triángulo 
es mayor que el tercer lado del segundo. 



Sean ABC y XYZ dos triángulos en que AC — XZ, BC = YZ, 
yZC>ZZ 

Demostrar que AB>XY. 

Demostración. Colóquese el AXYZ de modo que XZ coin- 
cida con su igual A C, como se ve en la tercera figura. E1 lado 
YZ caerá dentro del ZLACB, por ser ZC > Z.Z. 

Sea CP la bisectriz del Z YCB. Trácese PY. 


Ahora bien, 

CP = CP, 

Ident. 


CY= CB, 

Por hipót. 


Z YCP = Z PCB \ 

Por constr. 


APYC = APBC ; 

N.° 68 


.-. PY = PB. 

N.° 67 

También: 

AP A~ PY> A Y; 

N.° 53, 3.° 

[ 

.*. AP -\-PB>AY, 

N.° 52, 8.° 

esto es, 

AB > AY, 


o sea, 

AB > XY (n.° 52, 8.°) 

L.C.D.D. 
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Proposición XXIV. Teorema 


116 . Si dos lados de un triángulo son respectimmentt 
iguales a dos lados de otro, y el tercer laclo del primer 
triángido es mayor que él tercer lctdo del segundo, el 
ángulo opuesto al tercer lado es mayor en el primer 
triángulo que en el segundo. 
c 


Sean ABC y XYZ dos triángulos en que AC = XZ, BC = YZ\ 
y AB > XY. 

Demostrar que Z C > Z Z. 

Demostración. E1 ángulo C debe ser o igual al Z, o menor o 
mayor que el Z. Examinemos los dos primeros casos. 

Si C fuese igual a Z, 

el A ABC sería igual al A XYZ. X.° 68 

(I)os lados del uno y el ángulo comprendido serlan iguales respecti- 
vamente a dos lados del otro y el ángulo comprendido.) 

AB sería por tanto igual a XY. N.° 67 

Si C fuese menor que Z, 

AB sería menor que XY. N.° 115 

Como estas conclusiones son contrarias al supuesto de que 
AB es mayor que XY, síguese que C no puede ser ni igual a Z 
ni menor que Z, y que por tanto 

ZC> Z.Z. 




Eata proposición ee 1? ^^ínroca de la proposición XXIII. 


L.C.D.E 
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117. Cuadriláteio. Llámase cuadrilátero una figura cerrada 
cuyos límites son cuatro rectas, llamadas lados del cuadrilátero. 

118. Clasificación de los cuadriláteros. Ùanse los nombres espe- 
ciales siguientes a ciertos cuadriláteros: 

trapecio es el que tiene dos lados paralelos; 


paralelogramo es el que tiene los lados opuestos paralelos. 
Llámase trapecio isósceles el que tiene iguales los lados no paralelos. 



Cuadrilátero Trapecio Paralelogramo 


119. Rectángulo y rombo. Un paralelogramo se llama 
rectángulo cuando sus cuatro ángulos son rectos; 
rombo cuando sus cuatro lados son iguales. 

E1 cuadrado (n.° 65) es a la vez un rectángulo y un rombo. 



liectángulo Itombo Cuadrado 


120. Base. Llámase base de una figura rectilínea el lado 
sobre que descansa, o se supone que descansa. 

El término base se emplea a veces en un sentido más general, 

En el trapecio, los dos lados paralelos se llaman comúnmente bases. 
En el paralelogramo, dos lados opuestos se llaman también bases. 

En el triángulo isósceles, como ya se ha visto, se llama generalmente 
base el lado desigual; y vértice , el vértice del ángulo opuesto. 

121. Altura. Llámase altura de un paralelogramo o trapecio 
la longitud de la perpendicular trazada de una base a la otra. 

La altura de un triángulo es la longitud de la perpendicular 
bajada a la base desde el vértice opuesto- 

122. Diagonal. Llámase diagonal toda recta que une dos 
vértices no consecutivos de una figura rectilínea cerrada. 
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Proposición XXV. Teorema 

123 . Si los lados de un ángulo son respectivamenie 
paralelos a los de otro, los dos ángulos son o iguales o 
suplementarios. 

B 



Sean ÀOB un ángulo cualquiera, y XZ, YW dos rectas paralelas a 
los lados del ángulo y que se cortan en P. 

Demostrar que /.p—Z.0, y que el ángulo p' es el suple- 
mento del dngulo 0. 

Demostración. Sea M el punto de intersección de XZ y OA 
prolongada. Se tiene: 

ZO = Zm, y Zp = /-m. X.° 102 

(Si dos paralelas son cortadas por una trasversal , los ángulos 
correspondientes son iguales.) 

.\Zp = ZO. N.°52,7.° 

Ahora bien, el Zp' es el suplemento del Zp. N.° 42 

el Zp' es el suplemento del ZO. l . c . d . d . 

Enúnciense en forma de teorema general las condiciones en que los 
dos ángulos son iguales y las condiciones en que son sr.plementarios. 

124. Corolario. Los ángulos opuestos de un paralelograrm 
son iguales, ylos adyacentes a un mismo lado son suplementarios. 

Dibújese un paralelogramo y demuéstrese que dos ángulos adyacentes 
a un mismo lado son suplementarios. Aplíquese el principio del n.° 68, 
demostrando que los suplementos de dos ángulos opuestos son iguales. 
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Proposición XXVI. Teorema 

todo paralelogramo , cada lado es igual a su 


A B 

Sea ABCD un paralelogramo cualquiera. 

Demostrar que BC— AD, y AB — DC, 
Demostración. Trácese la diagonal A C. 


En los A.ABC y ADC , 


AC=AC, 

Ident. 

A.BAC —ADCA, 


ZACB = ZCAD ; 

K.° 10C 

.*. AABC=AADC. 

K.° 72 

.’. BC =AD, AB = DC. 

L. C D.D. 



125. En 

opuesto. 


126. Corolario l.° Cada diagonal de un paralelogramo lo 
divide en dos tridngulos iguales. 

I En qué teorema se funda esta proposición ? 

127. Corolario 2.° Los segmentos de paralelas compren • 
didos entre paralelas son iguales. 

I Cómo se demuestra este corolario aplicando la proposición del n.° 125 ? 


128. Corolario 3.° Dos paralelas cualesquiera se hallan a 
una misma distancia en todos sus puntos. 


Si AB y CD son paralelas. «jqué 
puede aíìrmarse de las perpendicuiares 
bajadas a CD de puntos cualesquiera 
de AB ? ÍN,° 127.) 


A _ P 





( 

7 1 

0 
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Proposición XXVII. Teorema 

129. Si cada lado de un cuadrilátero es igual a su 
opuesto, el cuadnlátero es un paralelogramo. 


Sea ABCD un cuadrilátero en que BC es igual a AD y AB es 
igual a DC, 

Demostrar cjue el cuadrildtero ABCD es un paralelogramo, 
Demostración. Trácese la diagonal AC. 

En los AABC, CDA, 


Por consiguiente, 


BC=AD, 

AB = DC, 
AC=AC . 

AABC =ACDA. 


Por liipdt 
Por hipót. 
Ident. 


N.° 80 


(Si los Ires lados de un triángulo son respectivamente iguales a los 
tres lados de otro , los dos tridngulos son iguales.) 


e igualmente 


Z.BAC =Z.DCA, 
Z. A CB = Z. CAD. 
AB es II a DC, 

BC es II a AD. 


N.° 67 


N.° 101 

(Si dos rectas situadas en un mismo plano forman con una trasversal 
ángulos altemos-intemos igualcs , esas dos rectas son paralelas.) 

.'. ABCD es un paralelogramo (n.° 118). l.c.d.ix 
Esta proposición es la recíproca le la proposición XXVI. 
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Pboposición XXVIII. Teorema 

130 . Si dos lados de un cuadrilátero son iguales y 
paraleloSy los otros dos también lo son, y por tanto el 
cuadrïlátero es un paralelogramo. . 



Sea ABCD un cuadrilátero en que el lado AB es igual y paralelo 
al lado DC. 

Demostrar gue el cuadrildtero ABCD es un parálelogramo . 
Demostración. Trácese la diagonal A C. 

En los triángnlos ABC, CDA, 


AC=AC, 
AB=DC, 
Z.BAC = Z.DCA. 


Ident. 
Por hipòt. 
No.° 100 


(Si dos paralelas son cortadas por una trasversal, los ángulos 
altemos-internos son iguales.) 


AABC = ACDA. 


N.° 68 


(Si dos lados deunAyelZ comprendido son respectivamente 
iguales a dos lados yelZ comprendido de otro A, 
los dos A son iguales.) 


.'. BC =AD, j ZACB = ZCAD\ 
.'. BC es II a AD. 


N.° 67 
N.° 101 


(Si dos rectas situadas en un mismo plano forman con una 
trasversal ángulos aìiemos-intemos iguales , esas 
dos rectas son paralelas.) 


Ahora bien, 


AB es II a DC. 


Por hipót. 


.*. ABCD es un paralelogramo (n.° 118). 


l. c.d.d. 
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Proposición XXIX. Teorema 


131. Las diacjonales de un paralelogramo se dioiden 
mutuamente en partes iguales. 



Sea ABCD un paralelogramo cuyas diagonales AC y BD se cortan 
en el punto 0. 


Demostrar que AO—OC 

y 9 U <> BO = OD. 


^ Demostración. Si demostramos que el A AOB es igual al 
cOD, o que el BOC lo es al AOD, habremos demostrado el 
teorema, puesto que los lados homólogos de triángulos iguales 
son iguales. En \ W AAOByCOD, 


AB = CD, X.° 125 

(Los lados opuestos de un EJ son iguales.) 

ZBAO = ZDCO, 

Z OBA = Z. ODC. K° 100 

(Si dos paralelas son cortadas por una trasversal , los ángulos 
altemos-internos son iguales.) 

Por consiguiente, 

AAOB =ACOD. X.° 72 

(Dos triángulos son iguales si tienen iguales respectivamerite 
un lado y los ángulos adyacentes a ese lado.) 


.'. AO = OC 


y también 


BO = OD (n.° 67). 


L.C.D.i). 
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Proposicióx XXX, Teorema 

132 . Si dos lados adyacentes de un paralelogramo y 
el ángulo comprendido son respeçtivamente iguales a 
los de otro, los dos paralelogramos son iguales. 



Sean ABCD, A'B'C'D' dcs paralelogramos en que AB = A'B', 
AD = A'D', y ZA = AA'. 

Demostrar que los dos paralelogramos son iguales. 
Demostración. Colóquese el LJABCD sobre el A’B'C'D' de tal 
suerte que AB coincida con su igual A r B' . X.°53, 5.° 

E1 lado AD tomará la dirección de A’B'. 

(Síguese esto de que se supone que ZA = ZA'.) 

D caerá en D'. 

(Síguese esto de que se supone que AD = A'D'.) 

Abora bien, DC y D’C' son lls a A 'B' que pasan por el punto D'. 

.'. DC tomará la dirección de D’C'. X.° 94 

(Por un punto cualquiera puede trazarse una paralela a una 
recta dada, y sólo una.) 

También, BC, B'C' son lls a A'D' que pasan por B . 

.*. BC tomará la direcciòn de B'C'. X.° 94 

.'. C caerá sobre C'. N.° 55 

los dos UJ coinciden y son por tanto iguales. l.c.d.d. 
133. Corolario. /Si dos rectángulos tienen las bases y las 
alturas respectivamente iguales, los dos rectdngulos son iguales. 

Hágase ver que éste es un caso especial de la proposición XXX. i Cuáles 
.son los lados respectivamente iguales ? 
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Peoposición XXXI. Tborema 

134. Si los segmentos determinados en una trasversal 
por tres o más paraielas son iguales, también son iguales 
los determinados en cualquiera otra trasversal por las 



Sean AB, CD, EF } GH cuatrc paralelas que determinan en la 
trasversal BH los segmentos iguales BD, DF } FH, y los segmentos 
AC, CE, EG en otra trasversal AG. 

Demostrar que AC= CE —EG 

Demostración. Trácense AP, CQ, ER 11$ a BIl. 

Los ÁAPC, CQE, ERG son respectivamente iguales a BDC, 


DFE, FHG. X.° 102 

Ahora bien, los ABDC, DFE, FIIG son iguales ; N.° 102 

/. los AAPC, CQE, EllG son iguales. N.° 52, 7* 
AP, CQ, ER son 11«. N.° 96 

los ACAP, ECQ, GER son iguales. N-°102 

También, AP = BD, CQ = DF, ER = Fll. N.° 127 

Además, BD = DF = FJI ; Por hipót. 

.*. AP = CQ = ER ; N.° 52, 7.° 

los ACPA, EQC, GRE son iguales. N.° 72 
.'. AC = CE — EG (n.° 67). 


L.C.D.J> 
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135. Corolario l.° Si una recta bisecta un lado de un 
triángulo y es paralela a otro lado } bisecta también el tercer 
lado. 

Supóngase que D es el punto medio de AB, 
y que DE es II a BG. Trácese por el vértice 
A una recta II a BC. <j Por qué es tal recta para- 
lela también a DE ? Puesto que se supone que 
estas tres paralelas determinan segmentos iguales 
en el lado AB, <j qué se deduce en cuanto a los seg- 
mentos AE y EC del lado AC ? 

Escríbase la demostración completa de este corolario. 

136. Corolario 2.° La recta que une los jpuntos medios de 
dos lados de un tridngulo es paralela al tercer lado e igual a 
la mitad de ese lado. 

Si DE es paralela a BC, y D es el punto medio 
deAB, <j cómo divide a AC? Síguese que la recta 
que une los puntos medios de AB y AG coincide 
con esta II y es II a BC. Si EF es II a AB, <> cómo 
divide a BC? <j Cuál es la relación entre BF\ 

FG, BC? Puesto que el cuadrilátero BFED es un 
paralelogramo (n.°118), <j qué se sigue en cuanto a la igualdad de DE, 
BF y %BC? 

137. Corolario 3.° La recta que une los puntos medios de 
los lados no paralelos de un trapecio es igual a la semisuma 
de las bases (esto es, a un medio de la suma de las bases'). 

Trácese la diagonal BD. En el A ABD, úuase E, punto medio de AD, 
con F, punto medio de DB. <j Qué relaciones 
existen entre EF y AB (n.° 136) ? En el 
Ù.DBC, únase F con G, punto medio de BC. 

^Oué relaciones existen entre FG y DC? 

Entonces, <j qué relación existe entre el lado 
AB y el segmento FG ? Como por el punto 
F no puede trazarse más de una paralela 
a AB (n.° 94), FG es prolongación de EF. Luego EFG es paralela a 
AB e igual a \ (AB + DC). 

Escríbase la demostración completa. 
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138. Polígono. Llámase poligono una poreiòn de un plano 
limitada por segmentos de rectas. 

Estos segmentos se llaman lados del polígono. 

139. Clasificación de los polígonos según los lados. Llámase 

triángalo un polígono de tres lados; 
cuadrilátero , uno de cuatro; 

■■pentágono, uno de cinco; 
exágono, uno de seis; 
octógono, uno de ocho; 
decágono, uno de diez ; 
dodecágono, uno de doce. 

Polígono equilátero es el que tiene todos los lados iguales. 

140. Clasificación según los ángulos. Dícese que un polígono e,î 
equiángulo cuando todos sus ángulos son iguales; 
convexo cuando no tiene ángulos internos entrantes; 
cóncavo cuando tiene ángulos internos entrantes. 

Generalmente el término poligono se aplica sólo a los convexos. 



Equilátero Equiángulo Convexo Còneavo 


141. Polígono regular. Llámase polígono regular el que es a 
la vez equilátero y equiángulo. 

142. Relaciones entre dos polígonos. Dos polígonos son 
mutuamente equiángulos si los ángulos del uno son respec- 

tivamente iguales a los del otro, tomados en un mismo orden; 

mutuamente equiláteros si los lados del uno son respectiva- 
mente iguales a los del otro, tomados en un mismo orden. 

Es evidente que dos polígonos son iguales si son a la vez 
mutuamente equiángulos y mutuamente equiláteros, puesto que 
pueden hacerse coincidir en todas sus partes. 
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Proposición XXXII. Teoeema 

143. La suma de los ángulos internos de un poligono 
es igual a dos rectos multiplicadopor el exceso del número 
de lados delpoligono sobre dos. 



Sea ABCDEF un polígono de n lados. 

Demostrar que la suma de los A intemos es 2 rt x (n — 2), 

Demostración. Trtícense las diagonales AC, AD, AE. 

La suma de los A de los A así formados es igual a la suma 
de los A del polígono. N.° 52, 10 * 

E1 número de A es n — 2. 

(A cada lado corresponde un A, menos a AB y a AF.) 

La suma de los A de cada A = 2 rt. N.° 10'' 
la suma de los A de los (n — 2) A, o sea, la suma de lo>. 
del polígono, es 2 rt. x (n — 2). l.c.d.d 

144. Corolario l.° La suma de los dngulos de un cu,ad,ri 
látero es igual a cuatro rectos, y si los dngulos son iguales, 
son rectos. 

145. Corolario 2.° Oada dngulo de un polígono regulai 
de n lados es igual a •——-—— rectos . 
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EJERCICIO 12 


1. ^Cuál es la suma de los ángulos: a) de un pentágono,- 
b) de un exágono; c) de un eptágono (siete lados); d) de un 
octógono; e) de un decágono; f) de un dodecágono; g) de un 
polígono de 24 lados ? 

2. ^Cuál es el valor de cada ángulo en los siguientes polí- 
gonos regulares : a) el pentágono, b) el exágono, c) el octógono, 
d) el decágono, e) el polígono de 32 lados? 

3. i Cuántos lados tiene un poiígono regular en que cada 
ángulo vale 1| rectos ? 

4. i Cuántos lados tiene un polígono regular en que cada 
ángulo vale lf rectos? 

5. ^Cuántos lados tiene un polígono regular en que cada 
ángulo es de 108° ? 

6. i Cuántos lados tiene un polígono regular en que cada 
ár.gulo es de 140° ? 


7. ^Cuántos lados tiene un polígono regular en que cada 
ángulo es de 156° ? 

8. Cuatro de los ángulos de un pentágono son de 120°, 80°, 
90° y 100° respectivamente. Hállese el valor del otro. 

9. Cinco de los ángulos de un exágono son de 100°, 120°, 
130°, 150° y 90° respectivamente. Hállese el valor del otro. 


10. Los ángulos de un cuadrilátero son x, 2x, 2x y Sx, 
^Cuáles son sus valores? 

11. E1 segundo de los ángulos de un cuadrilátero es el doble 
del primero, el tercero es el triplo del primero, y el cuarto es 
el cuádruplo del primero. Hállense los cuatro ángulos. 

12. Los ángulos de un exágono son x, 2\x,3\x,2x,2x y x. 
Calcúlense sus valores. 


13. La smna de dos ángulos de un triángulo es 100°, y la 
diferencia es 40°. Calcúlense los tres ángulos del triángulo. 




POLIGONOS 



Proposición XXXIII. Teorema 


146 . La suma cle los ángulos extemos de un poligono, 
formados prolongando los lctdos sucesivamente , es igual 
a cuatro rectos. 



Sea ABCDE un polígono de n lados, y sean a', b', c', d' y e' los 
angulos externos formados prolongando los lados consecutivamente. 

Demostrar que la suma de los A extemos es euatro rectos. 
Demostración. Pepreséntense por a, b, c, d, e los angulos del 
polígono adyacentes a a', b', c', d', e' respectivamente. 

Entonces se tiene: 


A a -f- A a' — 2 rt. 
Ab+Ab'= 2rt. 


N.° 43 


(La sima de los dos A adyacentes que una recta forrna con otra 


es igual a 2 rt.) 


Asímismo, la suma de todo otro ángulo interno y el externo 
adyacente es 2 rt. 

Como el polígono tiene n lados, hay n pares de ángulos 
adyacentes suplementarios, y por tanto la suma de los ángulos 
externos e internos es 2 n rt. 

Pero la suma de los A internos = 2 (n — 2) rt. N.° 143 


= 2 n rt. — 4 rt. 


suma de los A externos = 2 u rt. — (2 n rt. — 4 rt.) = 4 rt. 


L.C.D.D. 
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EJERCICIO 13 

1. Uno de los ángulos externos de un triángulo es de 130* 
y uno de los internos opuestos, de 32°. Hállense los ángulos 
del triángulo. 

2. Las bisectrices de dos ángulos consecutivos de un rectán- 
gulo se encuentran en un punto P. Calcúlese el ángulo P. 

3. Determínese el ángulo formado por las bisectrices de 
dos de los ángulos de un triángulo equilátero. 

4. Las bisectrices de los ángulos iguales de un triángulo 
isósceles se encuentran en P. E1 otro ángulo del triángulo es 
de 30°. Hállese el valor del ángulo P. 

5. E1 ángulo desigual de un triángulo isósceles es de 40°. 
La bisectriz de este ángulo y la de uno de los otros dos se 
encuentran en P. Hállese el valor del ángulo P. 

6. Un ángulo externo de un paralelogramo es la octava 
parte de la suma de los cuatro ángulos externos. ^Cuáles son 
los ángulos del paralelogramo ? 

7. i Cuántos grados tiene cada ángulo externo: a) de un 
exágono regular, b) de un octógono regular ? 

8. En un triángulo rectángulo, uno de los ángulos agudcs 
es el doble del otro. Calcúlense los ángulos externos. 

9. Prepárese una tabla que dé el valor de cada ángulo 
interno y externo de los polígonos regulares de tres, cuatro, 
cinco ... diez lados. 

10. Demuéstrese que si las diagonales de un cuadrilátero se 
bisectan mutuamente, el cuadrilátero es un paralelogramo. 

11. En el paralelogramo A C, A P — CR , 

BQ = DS. Demuéstrese que PQRS tam- 
bién es un paralelogramo. 

12. Demuéstrese que las rectas que ' 4 F B 

unen consecutivamente los puntos medios de los lados de un 
paralelogramo forman otro paralelogramo. 



•I 


\ 
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147 . Lugar geométrico. Llámase lugar geométrico de un punto 
que satisface ciertas condiciones, o de todos los puntos que satis- 
facen ciertas condiciones, la línea o superficie formada por todos 
los puntos que satisfacen esas condiciones, o engendrada por un 
punto que se mueve sujeto a esas condiciones. 

Por ejemplo, si un punto de un plano está sujeto a la condición única 
de hallarse a una distancia dada de una recta 

dada del plano, debe hallarse en una u otra de ^ ]d Y 

las dos paralelas cuya distancia a la recta dada __ y' 

es igual a la distancia dada. Cualquier punto de 
estas paralelas satisf ace la condición dada, y ningún punto 
fuera de ellas puede satisfacerla. Si, por ejemplo, AB es 
ia recta dada y d la distancia dada, el lugar geométrico 
del punto en cuestión es el par de paralelas XY, X'Y'. 

E1 lugar geométrico de todos los puntos de un plano 
situados a una distancia dada r de un punto dado 0 es 
ìa circunferencia del círculo cuyo centro es 0 y cuyo radio es r. 

EJERCICIO 14 

^Cudl es el lugar geométrico de: 

1. Un punto situado a 4 cm. de un punto fijo 0? 

2. La punta del minutero de un reloj? 

3. E1 centro de la rueda de un carruaje que marclia en línea 
recta en un camino horizontal ? 

4. Un punto igualmente distante de dos paralelas cuya dis^ 
tancia es de 3 cm.? 

5. Un punto situado en esta página a 2 cm. del borde de 
ia derecha? 

6. La punta de un lápiz redondo que rueda sobre una mesa 
sin que el eje gire ? 

7. Las puntas de unas tijeras al abrirse y cerrarse, supo- 
niendo que el tornillo sobre que giran no cambie de posiciòn? 

8. E1 centro de un círculo que rueda sobre la circunferencia 
de otro círculo ? 
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148. Determinación de lugares geométricos. Para demostrai 
que una línea o un sistema de líneas es el lugar geométrico de 
un punto que llena ciertos requisitos, es necesario y sufìcientç 
demostrar dos cosas, a saber: 

1. a Que todo 'punto del supuesto lugar satisface las condiciones 

2. a Q-ue ningán otro punto las satisface. 

Por ejcmplo, si se desea hallar el lugar geométrico de los puntos equ:.- 
distantes de las rectas AB, CD, no basta demostrar quc todo punto de 
la bisectriz PQ equidista de ellas: es necesario dc- 
mostrar además que ningún punto situado fuera dc 
PQ satisface esta condición. En este caso liay otra 
recta, la bisectriz de BOI), que^satisface la condi- 
ción dada de suerte que el lugar en cucstión consta 
de las dos bisectrices. 

149. Perpendicular bisectriz. Llámase perpendicular bhectriz 
de una recta la perpendicular que pasa por el punto medio de 
esa recta. 

EJERCICIO 15 

Tráceme los siguientes lugares geomêtricos, sin demostrar 
que lo son: 

1. Lugar de los puntos situados a 1 cm. bajo la base de un 
triángulo dado ABC. 

2. Lugar de los puntos distantes 45 mm.de una recta dada Â B. 

3. Lugar de los puntos distantes 3 cm. de un punto fijo 0. 

4. Lugar de los puntos distantes 25 mm. de la circunferencia 
de un círculo de 40 mm. de radio, y situados fuera del círculo. 

5. Lugar de los puntos distantes 25 mm. de la circunferencia 
de un círculo de 40 mm. de radio, y situados dentro del círeulo. 

6. Lugar de los puntos distantes 25 mm. de la circunferencia 
de un círeulo de 40 mm. de radio. 

7. Lugar de los puntos que equidistan de dos paralelas 
aituadas a 40 mm. una de otra. 
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Proposición XXXIV. Teorema 

150 . La 'per'pendicular bisectriz de una recta es él 
lugar geométrico de todos los puntos eguidistantes de 
los extremos de la recta. 

r 



Sea OY la perpendicular bisectriz de la recta AB. 

Demostrar que OY esel lugar geométrico de todos los puntos 
equidistantes de A y B. 

Demostración. Sean P un punto de OY } y C un punto cual- 


quiera exterior a OY. 

Trácense PA, PB, CA, CB. 

Puesto que AO=BO , Por hipót 

y también OP = OP, Ident 

síguese que AAOP = ABOP. N.° 90 

.\PA=PB. N.° 67 

Sea D la intersección de Ci y 07. Trácese DB. 

Síguese como antes que DA = DB. 

Ahora bien, CB < CD + DB ; X.° 53, 3.° 

.*. CB < CD -f- DA, N.° 52, 8.° 

esto es, CB < CA. 


OY es el lugar geométrico dicho (n.° 148). l.c.d.d. 
151. Corolaiìio. Dospuntos equidistantes de los extremos de 
una recta determinan la perpendicular bisectriz de esa recta. 
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Proposicióx XXXV. Teorema 

152. El lugar geométrico de los puntos equxdistantes 
de dos rectas que se cortan comta de las dos bisectrices 
de los ángulos formados por las dos rectas. 



Sean XX', YY f dos rectas que se cortan en 0. Sean CA la 
bisectriz de YOX', y BD la de XOY. 

Demostrar que las rectas CA y BD constituyen cl lugar 
geométrico de los puntos equidistantes de XX' e YY[. 

Demostración. Sean P un punto cualquiera de CA o BD, y Q 
un punto cualquiera exterior a estas rectas. Trácense PM 
y QR Js a XX', y PNy QS Js a YY'. 

X MOP =XPON, Por hipót. 

OP=OP ; Ident. 

.'. A OMP = A ONP. X.° 91 

.-. PM = PN. K.°67 

Sea P' la intersección de QS y OA. Trácense P'T ± a XX’, 
y QT. Síguese como antes que P'T=P'S. 

Ahora bien, p'T.+ P'Q > QT, N.°53, 3.° 

QT>QR ; X.° 86 

P'T + P'Q>qr. n.°52, 9.° 

Sustituyendo, P'S + P'Q > QR. o QS > QR. 

las dos bisectrices forman el lugar dicho (n.° 148\ l.c.d.d 
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MÉTODOS DE DEMOSTRACIÓN 

153. Método sintético de demostración. Como queda dicho 
(n.° 78), el método sintético de demostraciòn es un encadenar 
miento de verdades conocidas que conduce necesariamente a 
otra verdad que se trata de establecer. 

Éste es el método más común. Es el que debe aplicarse a la demos- 
tración de los teoremas que se dan coino ejercicios en las dos páginas 
3iguientes. 

154. Líneas concurrentes. Llámanse lineas concurrentes las 
que se encuentran en un punto. 

155. Medianas de un triángulo. Denomínanse medianas de un 
triángu’i .0 las tres rectas que unen los vértices con los puntos 
medios de los lados opuestos. 

EJERCICIO 16 

1. Si dos lados de un triángulo son respectivamente iguales a 
dos de otro, y los ángulos opuestos a dos de los lados iguales son 
iguales, los cpuestos a los otros dos lados iguales son o iguales o 
suplementarios; si iguales, los triángulos tainbién lo son. 

Supóngase AC = A'C', BC = B'C', j ZB = ZB'. 

Colóquese el A A'B'C' sobre el ABC de suerte que B'C' coincida con 
BG, j que los Á A' j A queden de un mismo lado de BC. 



Puesto que ZB'= ZB, «jqué dirección tomará B'A'? Entonces A • 
caerá en A o en algún otro punto, como B, de BA. Si A' cae en A, 
é qué se deduce? si en D, j son iguales los à>A'B'C' j DBC ? 

Puesto que CD = C'A' = CA, <j qué relación existe entre los Á A 
j CDA ? <j Qué se sigué - entonces en cuanto a la relación entre los 
A CDA j BDC, j entre los A A j BDC ? 

Trácense figuras j demuéstrese que los triángulos son iguales: 

1. ° Si los ángulos B j B' son ambos rectos u obtusos; 

2. * Si los ángulos AjA' son ambos agudos, rectos u obtusos ; 

3. ° Si AC y A'C' uo son menores que BC j B'C' respectivamente 
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2. Las bisectrices de los tres ángulos de un triángulo con- 
curren en un punto equidistante de los lados. (W < c 
Demuéstrese que las dos bisectrices AD y HE deben 
encontrarse en algún punto, como 0. Demuéstrese que 
0 equidista de A C y AB, y también de BG y AB, y por 
tanto de A C y BG. Ahora bien, ^ pertenece 0 a la bisec- 
triz del ZG ? 



ÍJpias perpendiculares bisectrices de los tres lados de un 
triángulo concurren en un punto equidistante de los vértices. 

Las perpendiculares bisectrices de iC y BC ' c‘ 
se encuentran en algún punto, como 0. <? Por 

qué ? Demuéstrese que 0 equidista de B y G, 
también de C y A, y por tanto de A y B. Por 
tanto, <î es O un punto de la perpendicular bi- 
sectriz PP'? a p b 



4. Las perpendiculares trazadas de los vértices de un trián- 
gulo a los lados opuestos son concurrentes. 


Scan AQ, BR, CP las J§. Trácense B'C', C'A', 
paralelas respectivamente a los lados CB, AC , 
IÍA. Demuéstrese que G'A = BC = AB'. Aná- B 
logamente, <j cuáles son los puntos medios de 
G'A' y A'B' ? i Por qué se sigue de aquí que 
AQ, BR y CP son las perpendiculares bisectrices 
de los lados dcl A A'B'C'? Véase el ejercicio 
precedente. 


A'B' , por A, B, C, 



\ f 
C ' 


5. Las medianas de un triángulo se encuentran en un punto 
cuya distancia a cada vértice es igual a dos tercios de la mediana 
trazada de ese vértice. 


Sea 0 el punto de intersección de las medianas A Q, CP. Si Y es el 
pr.nto medio de A 0, y X el de CO, demuéstrese que 
XY y PQ son paralelas a AC e iguales a \AC. De- 
muéstreseluégo que AY= YÒ= OQ, y CX=XO= OP. 

Síguese que la distancia del punto de intersección de 
una cualquiera de las medianas con otra cualquiera es 
<j qué parte de aquélla ? 

E1 punto de intersección de las medianas de un triángulo es el centro 
de gravedad del triángulo. 
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6. Las bisectrices de dos ángulos opuestos por b 

el vértice están en línea recta. / 

c o/' i 

7. La bisectriz prolongada de uno de dos ángu- /7 
los opuestos i>or el vértice bisecta tanibién el otro. d 

8. Las bisectrices de dos ángulos adyacentes suplementarios 
son perpeudiculares entre sí. 

9. Las bisectrices de los dos pares de ángulos opuestos por 
el vértice fonnados por dos rectas que se cortan son perpen- 
diculares entre sí. 



10. Si ias bisectrices de dos ángulos adj^acentes \ / M 

son perpcndiculares entre sí, los dos ángulos son c - ~o~ A 

suplementarios. 



11. Si por el vértice de un ángulo se traza una 
perpendicular a la bisectriz del ángulo, formará 
ángulos iguales con los lados del ángulo. 


12. La bisectriz del ángulo desigual de un triángulo isósceles 
bisecta el lado opuesto y es perpendicular a él. 

13. La perpendicular bisectriz de la base de un triánguio 

isósceles es la bisectriz del ángulo opuesto. b 



14. Si la perpendicular bisectriz de un lado de 
un triángulo pasa por el vértice opuesto, el trián- 
gulo es isósceles. 


15. Todo punto de la bisectriz del ángulo des- A D B 
igual de un triángulo isósceles equidista de los extremos del 
lado opuesto. 

16. Si dos triángulos isdsceles tienen una misma base, la 
recta que une los vértices opuestos a la base es la perpendicula- 
bisectriz de la base. 

17. Si los lados de un ángulo son respectivamente perpen- 
dicularcs a los lados de otro, los dos ángulos son o iguales c 
suplcmentarios. 

<> Cuándo son iguales los ángulos, y cuándo supleinentarios ? 
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156. Método analítico de demostración. En el método analítico 
de demostraciòn, la verdad de una proposiciòn se hace depender 
de la de otra no demostrada aún, pero que se demuestra en el 
curso mismo del razonamiento y de la cual la que se trata de 
demostrar se deduce necesariamente. 

Éste es el método que se emplea cuando las circunstancias no indican 
claramente la marcha que debe seguirse para aplicar el método sintético. 


EJERCICIO 17 

1. E1 punto medio de la hipotenusa de un triángulo rectán- 
gulo equidista de los tres vértices. 

Sea M el punto medio de la hipotenusa A C. 

Demostrar que M equidista de A, B y C. 

Razonamos así: M equidista de A, B y C si AM= BM. ^ Es esto cierto ? 

AM=BM si la ± MN divide el AABM en 
dos & iguales. 

Los &ANM, BNM son iguales si AN = NB. 

Aliora bien, AN = NB (n.° 135), por ser 
MN II a CB , y AM= MC. 

Luego el teorema es verdadero. 

Puede ahora darse la demostración por el método sintético, invirtiendo 
el orden del razonamiento. 



2. Si uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo 
es el doble del otro, la hipotenusa es igual al doble del cateto 
más corto. 

Dados ZA = Za, y ZC = 2 a, demostrar que AC = 2 BC. Sea M el 
punto medio de AC. Entonces AC=2BC si AM=BC. ,jPor qué? 
Trácese MN II a CB. ^ Qué relación hay entre 
ANjNB? Qué se sigue de aquí en cuanto a 
los &ANM, BNM? ^ Y qué se sigue entonces 
en cuanto a AM y BM ? <j y en cuanto a los 
A a y q ? Luego la proposición es verdadera si 
BM = BC. Ahora bien, BM = BC si Z 2 a = Z r, 
o si Z2a = Za + Zq, o si Za = Zq. Como hemos demostrado que 
AM = BM, síguese que Za = Zq. 

Inviértase el razonamiento siçuiendo el método sintético. 
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3. Una mediana de un triángulo es menor que la semisuma 
de los dos lados que la comprenden. 

Sea CM una de las inedianas del AABC. 

Demostrar que CM < £ (BC + CA). 

Ahora bien, si 2 CM < BC + CA, 

se tendrá también: CM < £ (BC + CA). A \ ~/m - 

Esto sugiere la prolongación de CM liasta P, \ / 

haciendo MP = CM. Trácese AP. \ 


Entonces, 

CP= 2 CM , 


V también 

2 CM< BC + CA si CP<BC+ CA . 


Sábese que 

CP< AP + CA ; 

N.° 53, s.° 


.*. CP<BC+ CA si BC = AP, 


y también 

BC = AP si A MBC = AMA P. 


Tiénese: 

AMBC = AMAP, 

N.° 63 

puesto que 

MB = MA, 

Por hipót 


CM = MP, 

Por constr. 


ZBMC = ZAMP. 

N.° 60 


CP<BC + CA ; 



CM<\(BC + CA). 


4. La recta que bisecta dos lados de un triángulo 

es paralela 

al tercer lado. 


A 

Supóngase AD 

= DB, AE = ECr 

/\_ 0 

Demostrar que DE es II a BC. 


Por C trácese una II a BA. Prolónguese DE hasta su 

/ V 

intersección G con esta paralela. 

B C 


DE es II a BC si BCGD es un CJ. 

N.° 118 


BCGD es un O si CG = BD. 

N.° 130 

CG = BD si ambos son iguales a AD. 


Ahora bien, 

BD = AD. 

Por hipót. 


CG =AD si A CGE = AADE. 


Estos dos A son iguales (n.° 72), pues 



EC = AE, 

Por hipót. 


Z CEG ZAED, 

N.° 60 


ZGCE « ZA. 

N.o 100 





82 


LIBRO I. GEOMETRfA PT.ANA 


5. Dos triángulos isósceles son iguales si tienen iguales 
respectivamente un lado y un ángulo. 

6. En todo triángulo isósceles, la bisectriz del ángulo ex- 
terno opuesto a los ángulos iguales es pai-alela 
al lado desigual. 

Para que AE sea II a BC , «j qué áugulos rleben ser 
iguales ? Para que estos ángulos sean iguales, de quó 
ángulo debe CAD ser el doble ? 

7. Si uno de los lados iguales de un triángulo isósceles se 
prolonga más allá del vértice, haciendo la prolongación igual al 
lado mismo, y del extremo de ella se traza una recta 
al vértice opuesto, ésta es perpendicular a la base. 

Para que el Z DBA sea recto, ^ a la smna de cuáles debe 
ser igual ? Lo será si el Zp es igual a cierto ángulo, y el Aq 
igual a cierto ángulo. ^ Cuáles sou estos ángulos ? 

8. Si los lados igtiales de un triángulo isósceles se pro- 
longan más allá del vértice en longitudes iguales, las distancias 
de los extremos de dichas prolongaciones a los vértices opuestos 
son iguales. 

9. Si la recta que une un vértice de un triángulo al punto 
medio del lado opuesto es la mitad de ese lado, el ángulo opuesto 
a ese lado es recto. 

10. Si por un punto cualquiera de la bisectriz 
de un ángulo se traza una paralela a uno de los 
lados del ángulo, el triángulo así formado es 
isósceles. 

11. Por un punto cualquiera C de una re(îta A B se traza una 
recta indefinida. De dos puntos de esta recta ecpiidistantes de 
C se trazan perpendiculares a .1 B. Demuestrese que estas per- 
pendiculares son iguales. 

12. Las reetas (pie unen los puntos medios de 
Ios lados de un triángulo dividen el triángulo en 
cuatro triángulos iguales. 
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157. Demostración por reducción al absurdo. Llámase reilucción 
al absurdo el método de deniostraeión en que se supone que la 
proposieión que trata de demostrarse 110 es verdadera, y de tal 
suposieiòn se dedueen conseeueneias (jue son absurdas o falsas, 
las euales demuestran por tanto que la suposieión en euestión 
es también falsa. 

EJERCICIO 18 

1. Dados los triángulos ABC, ABD, con el lado AB común 
y el vertice C fuera del triángulo ABD, demostrar p 

que si A C es igual a AD, BC no puede ser igual a BD. 

Supóngase BG = BD, y demuéstrese que en tal caso DjC I / \\ 
coincidirían, lo que es contra el supuesto. - b 

2. En los lados del ángulo XOY se toman los segmentos 
iguales OA, OB. Sobre AB se construye un 
triángulo APB en que AP es mayor que BP. 

Demuéstrese que P está fuera de la bisectriz 
del ángulo XOY. 

Supóngase que OP bisecta el Z.XOY. ^Cuál es la consecuencia ? ,? Es 
eso posible ? 

3. Por el punto medio M de la reeta A B se traza a AB uua 
oblicua MC. Demuéstrese que CA no puede 
ser igual a CB. 

Supóngase CA = CB. ^Cuál es la consecuencia 
detalsuposición? <: Es eso posible, según el supuesto ? A 

4. E1 ángulo formado por dos perpendiculares á los lados de 
un ángulo agudo es obtuso. 

Supóngase primero que el ángulo es recto, y luégo que es agudo, y 
demuéstrese que ambas hipótesis conducen a resultados absurdos. 

5. Uno de los ángulos de la basc de un triángulo isòsceles 
es | (le un recto. Demuéstrese que el triáugulo no puede ser 
un triángulo rectángulo. 

Supóngase que el ángulo desLuaJ es recto, y véase luégo cuál es la 
consecuencia 
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158. Instrucciones generales sobre las demostraciones. Las ins- 

trucciones generales siguientes pueden servir de guía: 

1) Dïbújense las figuras con la mayor exactitud posible. 

Esto ayuda mucho, sobre todo al principio. Cuando una figura está 
mal dibujada, la demostración se hace a veces muy difícil. 

2) Dése a las figuras la forma más general posible. 

Si, por ejemplo, se trata de investigar propiedades comunes a todos 
los triángulos, tómese un triángulo escaleno; pues si se escoge uno isós- 
celes o equilátero, puede caerse en el error de creer que cuanto se aplica 
a éstos se aplica igualmente a otros triángulos, lo cual no es cierto. 

3) Después de dibujar la figura, indiquese con precisión qué 
es lo que se da o supone, y qué es lo que ha de demostrarse. 

Muchas demostraciones se dificul-tan a causa de que el alumno no hace 
esta distir.ción con toda claridad. 

4) Empréndase entonces la demostradón por el método sin- 
tético, si se puede. Si no, pruébese el anulítico, diciendo que la 
proposición es cierta si tal o cual lo es, y que ésta lo es si otra 
lo es, y así sucesivamente hasta llegar a una ya demostrada. 

5) Sl hay que demostrar la igualdad de dos rectas, trátese de 
demostrar que son lados homólogos de triángulos iguales, o lados 
de un triángulo isósceles, o lados opuestos de un paralelogramo, 
o segmentos comprendidos entre paraielas equidistantes. 

6) Si hay que demostrar la igualdad de dos ángulos, trátese 
de demostrar que son ángulos alternos-internos o correspondientes 
formados qjor paralelas, u homólogos de triángulos iguales, o 
adyacentes a la base de un triángulo isósceles, u opuestos de un 
paralelogramo, o complementos o suplementos de unmismo ángulo. 

7) Si hay que demostrar que un ángulo es mayor que otro, 
véase si es ángulo externo de un triángulo, o si es opuesto a 
mayor lado que el otro ángulo. 

8) Para demostrar que una recta es muyor que otra, véase si 
se opone a mayor ángulo en un triángulo, o si es una oblicua 
cuyo pie dista más que el de la otra del pie de la perpendicular. 
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EJERCICIO 19 


Demuéstrense las siguientes proposieìones relativas a reetas 
iguales: 

1. Si los lados AB, AD de un cuadrilátero 
ABCD son iguales, y si la diagonal AC es 
la bisectriz del ángulo A, los lados BC, DC 
son iguales. 



2. Trácese una recta entre dos paralelas. Por su punto medio 
trácese otra, limitada por las mismas paralelas. Demuéstrese 
que la segunda queda también bisectada. D Q 

z 3. En un paralelogramo ABCD, Q es el / 
punto medio de AD, j P e 1 de BC. De- 
muéstrese que BQj DP trisectan AC. a. b 


4. Sobre el lado AB de un triángulo ABC 
se toma un punto cualquiera P. Luégo 
se hacen A W = WP, PX = XB, AZ = ZC, 
BY = YC. Demuéstrese que XY= WZ. 



5. Demuéstrese que en todo triángulo isósceles las medianas 
de los lados iguales son iguales. 


6. En un cuadrado ABCD, Q es el punto medio de CD, j 
P j R se toman en AB de suerte que AP = BR. Demuéstrese 
que PQ = RQ. 

7. En esta fìgura, A C = BC, j A P, P,Q, CR j 
CS son iguales. Demuéstrese que QR = PS. 

8. Del vértice y de los puntos medios de los iados iguales 
de un triángulo isósceles se trazan perpendiculares a la base. 
Demuéstrese que la dividen en cuatro partes iguales. 

9. Se sabe que en el cuadrilátero ABCl) los 
lados AB j DC son paralelos y que los ángulos 
C j D son iguaies. Si CP = DQ, demuéstrese 
que AP = BQr 
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ejercicio 20 

iguaU^ 6 ™ lUS daUÌentes P r °P™™™s relativas a dngulos 

1. En esta figura, AC=BC, y BQ y A Ji 
biseetan los ángulos CBY y C.I.V respecti- 
vainente. Jtemuéstrese que el triángulo A1>B 
es isósceles. 

2. Si por los vértices de un triángulo isós- 

celes se trazan paralelas a los lados opuestos, 
el triángulo que forman es isósceles. ’ r 

3. Si dos triángulos isósceles tienen común el ángulo desn 
gual, las bases o coinciden o son paralelas. 

4. ^En qué dirección debe prolongarse un 
<ado de un triángulo para que corte ia bisectriz 
del angulo externo opuesto? 

Exainíneiise los casos A > C, A — C A<C -4~ 

• . 5 '. La ® blsectn< *s de los ángulos iguales de un triáugulc 
stíseeles fonnau eon la base otro triáugulo isdseeles 

6. Las biseetriees de dos ángulos de un triángulo equ.látero 
Oiman entre si un ángulo ignal a cualquiera de los ángulos 

externos del triángulo. ° 

7. Si la bisectriz de un ángulo externo de un 
riangulo es paralela al lado opuesto, el triángulo 

es ìsòsceles. 

8. Toda recta paralela al lado desigual de B ~ 
un tnángulo isásceles forma ángulos iguales con los otros dos 

a ía bnse' 1 7« ^'^ 0 '' ^ “ tma u,,a Perpendiouluv 

a base AB La perpendicular encuentra el lado AC en /> v 

la prolongacitín de BC en Q. Ueijíuéstrese que el * 

tnangulo PCQ es isdsceles. b 

10. En esta figura, AB = CD, y Z.A=Z.C 
Demuéstrese que BD es paraiela a AC 




rj 
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EJERCICIO 21 

Demuéstrense las siguientes proposiciones demostrando la 
ìgualdad de dos tridngulos: 

1. La perpendicular a la biseetriz de un ángulo forma con 
los lados un triángulo isósceles. 

2. Si dos perpendieulares se bisectan entre sí, todo punto 
de una cualquiera de ellas equidista de los extremos de la otra. 

3. l)e B se traza una perpendicular a la bisectriz del ángulo A 
del triángulo ABC. Sean A' su pie, e Y el punto en que BX 
encuentra AC o su prolongación. Deinuéstrese que BX = XY. 

4. Si por un punto equidistante de dos paralelas se trazan 
dos rectas, los segmentos que determinan 
en las dos paralelas son iguales. 

5. Si del punto en que la bisectriz de un 
ángulo de un triángulo encuentra el lado 
opuesto se trazan paralelas a los otros dos 
lados, limitadas por los lados del triángulo, estas paralelas 
son iguales. 

6. Las diagonales de un cuadrado son perpendiculares entre 
sí y bisectan los ángulos del cuadrado. 

7. Si de uno de los vértices de un cuadrado se trazan rectas 
a los puntos medios de los lados del ángulo opuesto, estas rectas 
son iguales. 

8. Si una diagonal de un paralelogramo bisecta uno de los 
ángulos, el paralelogramo es un rombo. 

9. Sobre los lados de un triángulo ABC 
se construyen los triángulos equiláteros BPC, 

CQA, ARB. Demuéstrese que las rectas AP, 

BQ, CR son iguales. 

Cómo puede demostrarse la igualdad de los 
&ÂBPjRBC, y\a,de\os &ARC y ABQ? ^Queda 
con esto demostrado el teorema ? 
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EJERCICIO 22 


Demuestrense las sigucentes proposiciones relativas a la suma 
de los ángulos de un poligono: 

1* Ningún ángulo externo deun triángulo rectángulo ni de 
uno acutángulo puede ser agudo. 

2. Si la suma de dos ángulos de un triángulo es igual al 
tercero, el triángulo es rectángulo. 


3. Si la recta que une un vértice de un triángulo con el 
punto medio del lado opuesto divide el triángulo en dos trián- 
guJos isósceles, el triángulo es rectángulo. 

4. Si el ángulo desigual de un triángulo isósceles es el 
suplemento del de otro triángulo isósceles, los ángulos iguales 
del uno son los complementos de los del otro. 

n 

5. Por los extremos del lado AB de un trián- 
gulo ABC se trazan perpendiculares a los otros dos 
lados. Deinuéstrese que el ángulo P formado por 
ellas es el suplemento del C. 

6. Si dos lados de un cuadrilátero son iguales 

y los otros dos lados son iguales pero no paralelos, la suma de 
dos ángulos opuestos es igual a la suma de los otros dos. 


7. Las bisectrices de dos ángulos consecutivos de un para- 
lelogramo se cortan en ángulo recto. 

8. Lâfs bisectrices de dos ángulos externos 
de un triángulo cualquiera ABC se encuentran 
en P. Demuéstrese que la suma del ángulo P 
y la mitad del A es igual a un recto. 

9. Los ángulos opuestos del cuadrilátero formado por las 
bisectrices de los ángulos de un cuadrilátero cualquiera son 
suplementarios. 

10. Demuéstrese que el teorema anterior se aplica tarobiéu 
a los ángulos externos del cuadrilátero. 
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EJERCICIO 23 

Demuéstrense las siguientes proposiciones relativas a la desi- 
gualdad de rectas y ángulos: 

1. La bisectriz del ángulo A del triángulo ABC encuentra el 
lado BC en D. Demuéstrese que BA es mayor que BD, y CA 
mayor que CD. 

2. Sábese que en cierto cuadrilátero ABCD, AD es el lado 
mayor y BC el menor. Demuéstrese que el ángulo B es mayor 
que el ángulo D, y que el ángulo C es mayor que el ángulo' A. 

3. Si el cuadrilátero ABCD es un cuadrado, y P 
un punto de la prolongación de BC, demuéstrese que d 
AP es mayor que la diagonal DB. 

4. Si se aumenta uno de los ángulos de un para- 
lelogramo sin alterar la longitud de los lados, la A 3 
diagonal que pasa por el vértice de ese ángulo se disminuye. 

5. En el interior de un triángulo ABC se 
toma un punto P tal que CP = CB. Demués- 
trese que AB es mayor que AP. 

6. Sábese que en cierto cuadrilátero ABCD 
los lados ADy BC son iguales, y que el ángulo C es menor que 
el D. Demuéstrese que la diagonal AC es mayor que la BD. 

7. Sábese que en cierto cuadrilátero ABCD los lados ADy BC 
son iguales, y que el ángulo D es mayor que 
el C. Demuéstrese que el ángulo B es mayor 
que el A. 

8. En el triángulo ABC, el lado AB es mayor 
que el AC. Si BP= CQ, demuéstrese que BQ 
es mayor que CP. 

9. La suma de las distancias de un punto 
cualquiera a los tres vértices de un triángulo 
es mayor que la semisuma de los lados. 









■ 
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EJERCICIO 24 

Demuéstrense los siguientes teoremas: 

1. La recta que une los puntos medios de los lados no paralelos 
de un trapecio pasa por los puntos medios de las 
diagonales. ^Qué relación hay entre EF j las bases 
AB, DC ? 

Puesto que EF bisecta BGyAD, ^cómo divide ACyBD? 

2. Las rectas que unen consecutivamente 
los puntos medios de los lados de un cuadri- 
látero cualquiera forman un paralelogramo. 

I Qué relación existe entre AC j PQ, y entre 
ACjBS? 

3. Si las diagonales de un trapecio son iguales, el trapecio 
es isósceles. 



tom^ 


Trácense CE j DF Js a AB. <;Quá relación existe F' 
entre los &ADF j BCE ? /1 

^ Qué relación existe entre los Á FAD j CBE ? y 

Entonces, £ qué relación existe entre los &ABG E —L 

y BADt A E 

4. Si en la diagonal BD de un cuadrado ABCD 
BE igual a BC, j se traza EF perpendicular a BD, ^ 
se tendrá: DE — EF = FC . 

I Cuántos grados tienen los ángulos EDF j DFE ? <; Qué 
velación existe entre DE j EF ? 

I Qué relación existe entre los & BEF j BCF? 

5. Si los lados opuestos de un exágono son iguales j paralelos, 
ías diagonales que unen los vértices opuestos son concurrentes. 

6. Si de los vértices de un paralelogramo se trazan 
perpendiculares a una recta cualquiera situada fuera 
del paralelogramo, la suma de las dos perpendicu- 
lares trazadas de dos vértices opuestos es igual a 
la suma de las otras dos. 

i Qué relación existe entre k j x + y, j entre kjw + z? 
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EJERCICIO 25 

CUESTIONAIiIO DE EXAMEN 

1. En todo cuadrilátero, la suma de los cuatro lados es mayor 
que la suma de las diagonales. 

2. Las rectas que unen consecutivamente los puntos medios 
de los lados de un cuadrado forman otro cuadrado. 

3. En todo cuadrilátero, el ángulo formado por las bisectrices 
de dos ángulos consecutivos es igual a la semisuma de los otros 
dos ángulos. 

4. Si los lados opuestos de un exágono son iguales, i se sigue 
de ahí que son paralelos ? 

5. En un triángulo ABC, PjQ son los puntos medios de BC 
y AB respectivamente. AP se prolonga hasta R, j CQ hasta S, 
de suerte que AP = PR, j CQ = QS. Demuéstrese que S,BjR 
están en línea recta. 

6. Si las diagonales de un paralelogramo son iguales, el 
paralelogramo es un rectángulo. 

7. En el triángulo ABC, Z. A = 60°, j Z.B > Z.C. ^Cuál es 
el mayor lado del triángulò, y cuál el menor? 

8 . ^ Cuántos lados tiene un polígono cuyos ángulos interno 3 
son de 175° cada uno ? 

9. En cierto cuadrilátero ABCD, AB=AD, j BC = CD. 
Demuéstrese que la diagonal AC bisecta el ángulo DCB j es 
perpendicular a la diagonal BD. 

10. De cuántas maneras se puede formar un paralelogramo 
con dos triángulos iguales? Dibújense las figuras. 

11. Los lados de un polígono de número impar de lados se 
prolongan para formar una estrella. <; A qué es igual la suma 
de los ángulos internos de la estrella? 

Es bueno que en todas las cuestiones anteriores el alumno dibuje 
esmeradamente las figuras por medio de la regla y el compás. 
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EJERCICIO 26 

CUESTIONARIO DE REPASO 

1. Defínanse las fìguras rectilíneas y curvilíneas, y dénse 
ejemplos. 

2. ^Qué son bisectriz y perpendicular bisectriz? 

3. Defínase la perpendicular, y enúnciense tres propiedades 
relativas a la perpendicular a una recta cualquiera. 

4. Nómbrense y defínanse las partes de un triángulo y las 
rectas más importantes que hasta ahora han figurado en el 
estudio de los triángulos. 

5. ^Cómo se clasifican los ángulos? 

6. ^Cómo se clasifican los triángulos : a) según los ángulos ; 
b) según los lados? 

7. Defínanse los ángulos adyacentes, complementarios y 
suplementarios, y dénse ejemplos. 

8. i Cómo se llaman las dos clases de proposiciones que se 
admiten sin demostración ? Pónganse ejemplos. 

9. Enúnciense todos los casos de igualdad de dos triángulos. 

10. ^Qué es la recíproca de una proposiciòn? 

11. Si tres partes de un triángulo son respectivamente iguales 
a tres partes de otro, ^se sigue d« ahí que los dcs triángulos 
son iguales? 

12. Explíquense tres maneras de determinar si una recta ea 
paralela a otra. 

13. Enúnciese el teorema relativo a la suma de los ángulos de 
un triángulo, y algún otro que pueda demostrarse por medio de él. 

14. Enúnciense algunos teoremas relativos aángulos y lados 
desiguales de un triángulo. 

15. ^Cómo se clasifican los polígonos? 

16. Defínase el lugar geométrico y pónganse ejemplos. 



LIBRO II 

EL CÍRCULO 

159. Definición de círculo. Llámase circulo una figura plana 
Iimitada por una curva cerrada cuyos puntos equidistan de un 
punto interior llamado centro. (Véase el n.° 29.) 

160. Circunferencia. Coino queda dicho, la circunferencía de 
un circulo es la curva que lo limita. Es el lugar geométrico de 
todos los puntos de un plano equidistantes de un punto fijo del 
plano — el centro. 

161. Radio. Llámase radio toda recta que va del centro a la 
circunferencia. 

162. Igualdad de los radios. Todos los radios de un ctrculo 
son iguales. Dos círculos son iguales si sus radios lo son. 

163. Diámetro. Llámase diámetro toda recta que pasa por el 
centro y termina en puntos opuestos de la circunferencia. 

Pnesto que el diámetro es el doble del radio, todos los didmetros de un 
cîrculo o de cîrculos iguales son iguales. 

164. Arco. Llámase arco toda parte de la circunferencia. 

Llámase semicircunferencia o semiclrculo la mitad de la circunferencia; 

y cuadrante , la cuarta parte tanto del círculo como de la circunferencia. 

165. Ángulo central. Con respecto a un círculo cualquiera, 
ángulo central es todo ángulo cuyo vértice está en el centro del 
círculo. 

Dícese que un ángulo central es subtendido por el arco de 
círculo comprendido entre sus lados, y que éstos interceptan 
ese arco. 
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Proposición I. Teorema 

166 . En un mismo círculo o en circulos igucíles, ángulos 
centrales iguales interceptan arcos iguales; y él mayor 
de dos ángulos desiguaies intercepta mayor arco. 



Sean 0 y 0' los centros de dos círculos iguales, y supóngase 
que los ángulos AOB, A’O'B' son iguales, y que el ángulo AOC es 
mayor que el A'O'B’. 

Demostrar: l.° que arco AB = arco A!B\ 

2.° que arco AC > arco A'B 

Demostración. l.° Colóquese el eírculo 0 sobre el 0’ de suerte 
que el Z.AOB coincida con su igual A’O’B'. Si se trata de dos 
ángulos de un mismo círculo, hágase girar el Z.AOB hasta que 
coincida con su igual. 

Puesto que los radios son iguales, el punto A caerá sobre el A', 
y el B sobre el B'. 

.•. arco AB coincidirá con arco A'B’. N.° 159 

2.° Se tiene, por hipótesis : 

AAOOZA'O'B', 

ZA0B=Z.A'0'B'-, 

.-. ZAOOZAOB-, N°52,8.° 

OC está fuera del ZAOB\ 

.'. arco A O arco AB, N.° 52,10.° 

y por tanto, puesto que arco AB = arco A’B', 

arco AC> arco A'B' (n 0 52, 8.°). 


L.C.D.D 
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Proposición II. Teorema 

167. En un mismo círculo o en círculos iguales, arcos 
iguales subtienden ángulos centrales iguales ; y el mayor 
de dos arcos desiguales súbtiende mayor ángulo central 
que él menor. 

Sean O y O dos círculos iguales en que los arcos AB, A'B' son 
iguales y el arco AC es mayor que el A’B'. 

Demostrar: l.° que Z AOB — ÁA ' O'B', 

2.° que ÁAOOAA’O’B'. 

Demostración. l.° Colóquese el círculo 0 sobre el 0' de suerte 
que OA coincida con O’A’, y el arco AB con el A’B’. 

> Entonces OB coincidirá con O’B ’; N.° 53, l.° 

.''. Z A OB = Z A ’O’B’. N.° 23 

2.° Puesto que el arco AC es mayor que el A’B’, es mayor 
que AB (= A’B 1 ), y OB se halla dentro del ángulo AOC. 

.-. ZAOOAAOB. N.® 52,10.° 

.-. AAOOZA’O’B’ (n.° 52, 8.°) l.c.d.d. 

168. Teoiema de las recíprocas. Si, dadas cuatro cantidades 
a, b, x, y, se tiene : 

1) a > b cuando x > y, 

2) a = b cuando x = y, 

3) a < b cuando x < y, 

las recrprocas de estas proposiciones son verdaderas. 

En efecto, cuando a > 6, la ecuacion * = y es imposible, pues entonces 
a sería igual a 6, según 2); ni puede x ser menor que y, pues entonces a 
sería menor que b, según 3). Luego x > y cuando a > b. 

169. Cuerda. Llámase cuerda toda recta que une 
los extremos de un arco. 

Dícese que este arco es sublendido por la cuerda. Toda 
cuerda subtiende dos arcos, de los cuales el menor es el de 
que generalmente se trata. 
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Proposición III. Teorema 


170. En un misrno círculo o en circulos iguales , arcos 
iguales son subtendidos por cuerdas iguales , y él mayor 
de dos arcos desiguales es subtendido por mayor cuerda. 



Sean 0 y 0' dos círculos iguales, y supóngase que los arcos AB, 
A'B' son iguales, y que el arco AF es mayor que el A'B'. 


Demostrar: l.° que cuerda AB = cuerda A!B\ 
2.° que cuerda AF > cuerda A'B'. 


Demostración. l.° Trácense OA, OB, OFe n el círculo 0, y O'A’, 
O'B' en el O'. 

Tiénese: OA — O'A', y OB — O'B', N.° 162 

y también Z.AOB = ZA'0'B’. N.°167 

(En círculos iguales, arcos iguales subtienden ángulos iguales.) 


Síguese que A OAB = A O’A 'B', 

y por tanto cuerda AB = cuerda A'B'. 

2.° En los AOAF, O'A'B', 

OA = O'A', OF = O'B'. 


Ahora bien, 


ZA0F>ZA’0'B'. 


N.° 68 
N.° 67 

N.° 162 
N.° 167 


.•. cuerda AF> cuerda A'B' (n.° 115). l.c.d.d. 


171. Corolario. En un mismo círculo o en círculos iguales, 
el mayor de dos arcos mayores es subtendido por menor cuerda 
que el menor. 
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Proposición IV. Teorema 

172. En un mismo círculo o en círculos iguales , cuerdas 
iguales subtienden arcos iguáles , y la mayor de dos 
cuerdas desiguales suhtiende el mayor arco. 



Sean O y 0' los centros de dos círculos iguales en que las cuerdas 
AB, A'B’ son iguales y la AF es mayor que la A'B'. 

Demostrar: l.° que arco AB = arco A'B', 

2.° quc arco AF > arco A'B'. 

Demostración. l.° Trácense OA, OB, OF, O'A', O'B'. 


Puesto que OA = O'A', y OB = O'B', N.° 162 

y también cuerda AB = cuerda A 'B', Por hipòt 

síguese que AOAB = AO'A'B', N.° 80 

ZA0B=Z.A'0'B'. N.° 67 

.•. arco AB = arco A'B'. N.° 166 

2.° Se tiene : OA = O'A', OF = 0'B\ N.° 162 

Ahora bien, 

cuerda A F > cuerda A 'B'; Por hipòt. 

.-. ZA0F>ZA'0'B'. N.° 116 

.*. arco AF> arco A'B' (n.° 166). l.c.d.d. 


173. Corolahio. En un mismo círculo o en círculos iguales, 
la mayor de dos cuerdas desiguales subtiende menor arco mayor 
que la menor. 
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Proposición V. Teorema 


174. La perpendicular trazada por el centro de un 
círculo a una cuerda bisecta la cuerda y los arcos 
subtendidos. 



Sea PQ una perpendicular trazada por el centro O de un círculo 
AQBP a la cuerda AB. 

JDemostrar que AM=BM, arco AQ = arco BQ, y arco AP 
= arco BP. 


Demostración. 
Puesto que 
síguese que 
j por tanto 
Asímismo, 


Trá^ense los radios Oa, OB. 
OM=OM, j OA = OP, 
AAMO = ABMO, 

AM = BM, Z.AOQ =Z.BOQ. 
ZAOP = Z BOP. 


N.° 89 
N.° 67 
N.°58 


arco AQ = arco BQ, j arco AP = arco BP(n.° 166). l.c.d.d. 


175. Corolario l.° Todo diámetro bisecta la circunferencia. 


176. Corolario 2.° Toda recta que pasa por el centro y 
que bisecta una cuerda es perpendicular a esa cuerda. 


177. Corolario 3.° La perpendicular bisectriz de una 
cuerda pasa por el centro del círculo y bisecta los arcos que 
la cuerda subtiende. 

^Cómo se llama la suma de los arcos QB j BP? 
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Proposición YI. Teopema 

178. En un mismo círcuïo o en círculos iguoles, las 
cuerdas iguales equidistan dél centro, y recíprocamente, 
las cuerdas equidistantès del centro son iguales. 



1. ° Sean AB, CD dos cuerdas iguales del círculo ACDB. 

Demostrar que JB y CD equidistan del centro 0. 
Demostración. Trácense OP 1 a Ì5, OQ 1 a CD, y OA, OC. 
Ahora bien, AP = PB, CQ = QD. N.° 174 

Puesto que AP = CQ, N.° 52, 2.° 

y también OA = OC, N.° 162 

los A rcctángulos OPA, OQC son iguales. N.° 89 
.*. OP = OQ. N.° 67 

.*. AB y CD equidistan de 0 (n.° 88) l.c.d.d. 

2. ° Supóngase que OP y OQ son perpendiculares iguales trazadas 
del centro a las cuerdas AB, CD. 

Demostrar que AB = CD. 

Demostración. Puesto que 

OA = OC , N.° 162 

y también OP = OQ, Por hipót. 

los A rectángulos OPA, OQC son iguales. 

.‘.AP = CQ. N°. 67 

.*. AB = CD (n°. 52, 2.°). 


L.C.D.D 
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Phoposición VII. Teorema 

179. De dos cuerdas desiguales de un mismo círculo 
o de círculos iguales, la mayor dista menos del centro 
que la menor. 



Sean 0 el centro de un círculo, AB y CD dos cuerdas, de las 
cuales AB es la mayor, OP una perpendicular bajada del centro a 
AB, y OQ una perpendicular bajada a CD. 

Demostrar que OP < OQ. 

Demostración. Trácese una cuerda AE igual a CD. 


Trácense OR _L a AE, y PR. 

OP bisecta AB, y OR bisecta A E. N.° 174 

(La -L trazada por el centro de un O a una cuerda bisecta la cuerda.) 
Ahora bien, AB> CD; Por hipót. 

AB > AE\ N.°52, 8.° 

••• AP>AR ; N.° 52, 4.° 

.\ Z.ARP > Z.RPA. N.° 113 


(Si dos lados de un tridngulo son desiguales, al mayor lado se 
opone mayor dngulo.) 

ZPRO, complemento del ZARP, 
es rnenor que Z OPR , complemento del ZRPA ; N.° 59 

OP < OR. 

OR = OQ. N.° 178 

Q» < OQ. 


Àhora bien, 


L.C.D.D 
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Proposición VIII. Teorema 

180 . Si dos cuerdas de un mismo circulo o de circulos 
iguales no equidistan del centro, la que menos dista es 
mayor que la otra. 


Sean 0 el centro de un círculo, y AB, CD dos cuerdas, y supón 
gase que la perpendicular OP a AB es menor que la OQ a DC. 

Demostrar qne AB > CD. 

Demostración. Trazando la cuerda A E igual a la CD, y luégo 


OR laiE, se tiene : 0P < 0Q) p or hipót. 

OR = OQ ; N.° 178 

OP < OR. N.°52,8. c 

Trácese PR. 

Z. PR O </. OPR ; N.° 113 

/. Z.ARP, complemento del Z PRO, es mayor que ZRPA, 
complemento del Z OPR. N.°59 

.‘.AP>AR. N.° 114 

Ahora bien, AP = ^AB, y AR = ^AE. N.° 174 

AB>AE. N.° 52, 2.° 

Además, AE = CD. Por constr. 

.'.AB>CD. L.C.D.D. 


181. Corolario. El diámetro es la mayor cuerda. 

Si AB es un diámetro, AP coincide con AO, j como antes, AP (esto 
es, AO)>AR (n.° 86). 
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182. Secante. Llámase secante de un círculo toda recta que 
corta la circunferencia. En esta figura, iD es una secante. 

Como de un punto situado fuera de una recta no pueden trazarse a 
ella más de dos oblicuas de longitud dada 
(n.° 85), y los ángulos formados por una se- 
cante con los radios trazados por los puntos 
en que corta la circunferencia no pueden ser 
rectos (n. 0i 74 y 109), estos radios deben ser 
oblicuos, y por tanto no puede haber más de 
dos. Síguese que una recta no puede cortar una 
circunferencia en más de dos puntos. 



183. Tangente. Llámase tangente a un círculo una recta de 
longitud ilimitada que tiene con la circunferencia un punto 
común, y sólo uno. 

En la figura del n.° 182, BC es tangente al círculo, y éste a su vez es 
tangente a BC. E1 punto común a una circunferencia y su tangente se 
llama punto de contacto y también punto de tangencia. 

Cuando se habla de la tangente trazada a un círculo de un punto 
exterior, se entiende eì segmento de recta comprendido entre ese punto 
y el de tangencia. 

EJERCICIO 27 

1. Si un ì adio bisecta un arco, bisecta también !a 
cuerda que lo subtiende, y es perpendicular a ella. 

2. Un punto P de una circunferencia equidista 
de dos radios OA, OB. Demuéstrese que P bisecta 
el arco AB. 

3. Las cuerdas AM y MB de este círculo son 
iguales. Demuéstrese que M bisecta el arco AB 
y que el radio OM bisecta la cuerda AB. 

4. Demuéstrese que si las cuerdas AB, BC, CD, 

DE son iguales, también lo son las cuerdas A C , BD, 

CE, así como las AD y BE. 

5. Si dos cuerdas que se cortan forman ángulos 
iguales con el diámetro que pasa por su punto de 
intersecciòn, las dos cuerdas son iguales. 
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Proposición IX. Teorema 

184. Si una recta es perpendicular a un radio en la 
extremidad del radio , la recta es tangente al círculo. 



Sea XY una recta perpendicular al radio OP en P. 

Demostrar que XY es tangente al círcuio. 

Demostración. Sea A otro punto cualquiera de XY. Trácese la 
recta OA. 

Puesto que OA > OP, 

A está fuera del círculo. 

Así, P es el único punto común a XY y el círculo. 

Luego PY es tangente al círculo (n.° 183). 

185. Corolario l.° Toda tangente a un círculo es 
dicular al radio que pasa por el punto de tangencia. 

En efecto, OP es la menor recta de 0 a XY (n.° 86). 

186. Corolario 2.° La perpendicular a una tangente en 
el punto de contacto pasa por el centro del círculo . 

Porque el radio es perpentlicular a la tangente en el punto de contacto, 
y por un punto de una recta no puede pasar más de una perpendicular a 
esa recta. 

187. Corolario 3.° La perpendicular bajada del centro de 
un círculo a una tangente pasa por el punto de contacto. 

I Cómo Se aplica aquí el teorema del n.° 86? 


K° 86 
N.° 160 

L.C.D.D. 

perpen- 
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188. Círculos concéntricos. Dícese que dos o más círculos son 
concéntricos ouando tienen un mismo centro. 

EJERCICIO 28 

1. La cuerda menor que puede trazarse por un punto interior 
a un círculo es la perpendicular al diámetro que 
pasa por ese punto. 

Demuéstrese que cualquiera otra cuercla, como CJ), 
dista menos de 0. 

2. Si CD es un diámetro y el arco DA es igual 
al DB, demuéstrese que Z CBA — Z. BAC. 

í Qué clase de triángulo es ABC? 

3. Dos tangentes que pasan por los extremos 
de un diámetro son paralelas. 

4. E1 arco AB es mayor que el BC \ OP, OQ 
son perpendiculares trazadas del centro a, AB y 
BC. Demuéstrese que ZQPO > Z OQP. 

5. ^Cuál es el lugar geomécrico del centro de 
un círculo tangente a una recta dada X Y en un punto dado P ? 

6. ^Cuál es el lugar gecmétrico de los puntos medios de 
todas las cuerdas de un círculo dado paraleias a una recta 
dada? 

7. Si se trazan las cuerdas iguales AB,BC, CD, 
y los radios OA, OB, OC, OD, demuéstrese que 
ZAOC=ZBOD. 

8. Demuéstrese que todas las cuerdas iguales 
de un círculo son tangentes a un círculo concén- 
trico al primero. 

9. Si en un círculo se trazan cuerdas iguales 
en gran número, la fìgura interior que determinan 
se asemeja mucho a un círculo, según se ve aquí 
Explín uese la razdn de esto. 
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Proposición X. Teorema 
180 En todo cîrculo , dos paralelos interceptan arcos 



Caso l.° Cuando una de las paralelas es una tangente y la 
otra es una secante. 

Sea AB, fig. 1, tangente en P al círculo y paralela a la secante CD. 

Demostrar cpie arco CP = arco DP. 

Demostración. Trácese el diámeti-o PP'. 

PP' es _L a AB y CD. K os 18ó, 97 

. •. arco CP = arco DP. N.° 174 

Caso 2.° Cuando las dos paralelas son secantes. 

Sean AB, CD, fig. 2, secantes paralelas. 

Demostrar cpie arco AC = arco BD. 

Demostración. Sea EF una tangente paralela a CD. 

Segiin el caso l.°, arco AM — arco BM, arco CM = arco DM. 

.*. arco AC = arco BD. X.° 52,1. 

Caso 3.° Cuando las dos paralelas son ambas tangentes. 
Sean AB y CD, fig. 3, paraielas tangentes en E y F al círculo. 
Demostrar que arco FGE = arco FHE. 

Demostración. Sea GIl una secante paralela a AB y CD. 
Según el caso l.°, arco GE = arco IIE, arco FG = arco FH. 

arco FGE = arco FIIE (n.° 52, l.°). L.c.D.n 
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Peoposición XI. Teorema 

190. Por tres pnntos no situados en línea recta puede 
trazarse una circunferencia, y sólo una. 



Sean A, B, C tres puntos no situados en línea recta. 

Demostrar quepor A, B, C puede trazarse una circunferencia , 
y sólo una. 

Demostración. Trácense AB y BC. 

Lévantense _ls a estas rectas en sus puntos medios. 

Puesto que AB y BC no son paralelas ni están en línea recta, 
las perpendiculares se encontrarán en un punto 0. 

Puesto que 0 está en la perpendicular bisectriz de AB, equi- 
dista de A y B ; y puesto que está en la perpendicular bisectriz 
de BC, equidista de B y C. N.° 150 

Luego 0 equidista de A, B y C. 

Luego una circunferencia descrita de 0 como centro, con 
radio OA, pasará por los tres puntos dados. N.° 160 

E1 centro de toda circunferencia que pase por los tres puntos 
debe estar tanto en la perpendicular bisectriz de AB como en la 
de BC, y por tanto en su intersección; y como dos rectas no 
pueden cortarse en más de un punto (n.° 55), el punto 0 es e] 
único que puede ser centro de una circunferencia que pase poi 
los tres puntos dados. l.c.d.d 

191. Corolario. Dos circunferencias no pued.e” cortarse en 
vxds de dos puntos. 
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Proposición XII. Teorema 

192. Si de un punto exterior a un círeulo se irazan dos 
tangentes al círculo , las tangentes son iguales y forman 
ángulos iguales con la recta trazada dél mismo punto 
al centro del circulo. 



Sean PA, PB dos tangentes trazada3 de P al círculo 0. 

Demostrur que PA = PB, y ZAPO = Z OPB. 

Demostración. Trácense OA, OB. 

PA es _L a OA, y PB es _L a OB. N.° 185 

En los triángulos rectángulos PA O, PBO, 

PO = PO, Ident. 

OA = OB ; N. 9 162 

.-. APAO = APBO. N.° 89 

.*. PA=PB, y Z.APO = ZOPB (n.° 67). l.c.d.d. 

193. Línea de los centros. Llámase línea de los centros la recta 
que une los centros de dos círculos. 

194. Círculos tangentes. Se denominan círculos tangentes, o 
tangentes entre sí, los que son tangentes a una misma recta en 
un mismo punto. 

Estos términos se aplican indistintamente al círculo propiamente dicho 
y a la circunferencia. 

El punto común de dos círculos tangentes se llama punto de contacto 
o punto de tangencia. Dos círculos tangentes lo son interiormente cuando 
el uno está dentro del otro. Dos círculos tangentes lo son exteriormeníe 
cuando el uno está fuera del otro. 
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EJERCICIO 29 

1. Lemuéstrese que el razonamiento del n. c 190 no se aplica 
a cuatro puntos, y que por tanto no siempre es B 
posible trazar un círculo por cuatro puntos dados. C 
(2.ySi CQ , QP , PA son tangentes a este cír- 
oulo, demuéstrese que AP + QC = PQ. 

3. Si los cuatro lados de un cuadrilátero son 
tangentes a un círculo, la suma de dos lados 
opuestos es igual a la de los otros dos; esto 
es, SP+QR = PQ + RS. 

4. Los lados de este exágono son tangentes 
a un círculo. Demuéstrese que AB + CD + EF 
= BC + DE + FA. 

5. En esta figura, CF es un diámetro per- 
pendicular a las cuerdas paralelas DB y EA ; 
el arco AB es de 40°, y el arco BC es de 50°. 

Calcúlese el número de grados de cada uno de 
los arcos CD } DE } EF, FA. 

6. En esta figura, 17 es tangente en B al 
circulo, CA es perpendicular al diámetro BD, x- 
y el arco CD = 150°. ^Cuántos grados tiene el 
arco AB ? 

7. Si los lados de un cuadrilátero son tan- 
gentes a un círculo, la suma de los ángulos 

centrales subtendidos por dos lados opuestos del cuadrilátero 
es igual a dos ángulos rectos. 

8. Las tangentes CQ, AP son paralelas, y la QP las corta 
eà P y Q. Demuéstrese que las rectas QO y PO 
trazadas de Q y P al centro O del círculo se cortan 
$n ángulo recto. 

I Están A, O y C en línea recta ? Trácense OA , OC, y 
háilense las relaciones entre los ángulos en O y los en P y Q. 
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Proposición XIII. Teorema 

195. La linea de los centros de dos circunfereneiat 
que se cortan es la perpendicular bisectriz de la cuerda 
común. 



Sean 0, O' los centros de dos circunferencias que se cortan, AB la 
cuerda común, y 00' la línea de los centros. 

JDemostrar que 00' es perpendicular a AB en supunto medio , 

Demostración. Trácense OA, OB, O'A, O'B. 

OA = OB, y O'A = O'B ; N.° 162 

.*. tanto 0 como 0' equidistan de A y B. 

00' es la perpendicular bisectriz de AB (u.' > 151). l.c.d.d. 

196. Tangentes comunes. Una tangente coinún a dos círculos 
es externa si no corta la línea de los centros entre éstos; intema, 
si corta esa línea entre los centros. 

EJERCICIO 30 

Describase la posición relativa de dos circunferencias, y trá 
cese la figura correspondiente a cada caso, cuando la distancic 
sntre los centros es : 

1. Mayor que la suma de los radios. 

2. Igual a la suma de los radios. 

3. Menor. que la suma y mayor que la diferencia de îos radios 

4. Igual a la diferencia de los radios. 

5. Menor que la diferencia de los radios. 
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Proposición XIV. Teorema 

197. Si dos círculos son tangentes, la lînea de los 
centros jpasa por el punto de contacto. 



Sean 0, 0' los centros de dos círculos tangentes en P. 

Demostrar que ïa línea de los centros pasa por P. 

Demostración. Sea A B la tangente común en P. N.° 194 

La _L levantada a AB en P pasa por 0 y O'. N.° 186 

(La _L levantada a una tangente en el punto de contacto pasa 
por el centro del círculo.) 

Esa perpendicular debe coincidir con la recta 00', puesto que 
ambas pasan por 0 y O'. X.° 53, l.° 

P está en la línea de los centros. l.c.d.d. 

EJERCICIO 31 

Descríbanse las posiciones relativas de los circulos a que se 
refieren los ejercicios 1 a 5, y díbújense las figuras. 

1. Dos círculos con cuatro tangentes comunes. 

2. Dos círculos con dos tangentes externas comunes y una 
sola interna. 

3. Dos círculos con dòs tangentes externas comunes y sin 
tangente interna común. 

4. Dos círculos con una tangente común externa y sin tan- 
gente común interna. 

Dos círculos sin tanirente común. 
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d. La recta que pasa por los puntos medios de dos cuerdaa 
paralelas pasa por el centro del círculo. 

7. Si dos círculos son tangentes exteriormente, las tangentes 
trazadas a ellos de cualquier punto de su tangente interna 
común son iguales. 

8. Si dos círculos ta.ngentes exteriormente son tangentes a 
una recta en A y B, su tangente comiin interna bisecta AB. 

9. La recta que va del centro de un círculo al punto de 
intersección de dos tangentes es la perpendicular bisectriz- de 
la cuerda que une los puntos de contacto. 

10. Los diáinetros de dos círculos son respectivamente 2,74 m. 
y 3,48 m. Hállese la distancia entre los centros : a) si los círculos 
son tangentes exteriormente ; b) si lo son interiormente. 

11. Cadauno de tres círculos, de 4,8, 3,6 y 4,2 m. de diámetro, 
es tangente exteriormente a los otros dos. Hállese el perímetro 
del triángulo formado por las líneas de los centros. 

12. Si un círculo de radio r' y cuyo centro es 0 rueda sobre 
otro de radio r, cuál es el lugar geométrico de 0 ? 

13. La recta que pasa por el punto medio de una cuerda y 
el del arco subtendido es perpendicular a la cuerda. 

14. Si dos círculos tangentes exteriormente en P son tan. 
gentes a una recta en A y B, el ángulo BPA es recto. 

15. Tres círculos son tangentes exteriormente en A, B, C. 
Las cuerdas AB y AC prolongadas encuentran en D y E la 
circunferencia BC. Demuéstrese que DE es un diámetro de 
esta circunferencia. 

16. Si dos radios perpendiculares entre sí se proíongan hasta 
que encuentren en A, B una tangente al círculo, las otras dos 
tangentes trazadas por A y B son paralelas. 

17. Las dos tangentes externas comunes a dos ciroaioo so. 
iguales, y las dos internas también lo son. 
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198. Medida. Llámase medida de una cantidad el número 
que expresa las veces que esa cantidad contiene otra de la 
misma especie que se toma por unidad. Medir la cantidad es 
determinar ese número. 

Para medir, por ejemplo, la longitud de un cuarto se determina cuántas 
veces contiene la longitud de un metro, que es la unidad. Para medir el 
área de un piso se deterrnina cuántas veces contiene un metro cuadrado, 
que en este caso es la unidad de área. Para medir el peso de un mineral, 
se halla a cuántos pesos de un lcilogramo equivale. En este caso, el kilo- 
gramo es la unidad de peso Si los resultados son, por cjemplo, 30 m., 
350 m. 2 (inetros cuadrados), 25 kg., respectivamente, estos números son 
las medidas de las cantidades en cuestión. 

199. Razón o relación. Llámase razón o relación de dos can- 
tidades el cociente de dividir la medida de la una por la de la 
Dtra, expresada en las mismas unidades. Bícese por brevedad 
que éste es el cociente de las dos cantidades. 

Si, por ejemplo, un cuarto tiene 0 m. de ancho por 9 m. de largo, la 
relación o razón de la anchura a la longitud es 0 m.: 9 m., ó §, ó 



200. Cantidades conmensurables. Dícese que dos cantidades de- 
una misma especie son conmensuraòles entre sí, o siinplemente 
conmensurables, siempre que las dos se pueden representar por 
números enteros en función de una misma unidad. 

Por ejemplo, 20 m. y 30 m. son conmensurables. Aquí los números 
enteros son 20 y 30, y la unidad común, 1 m. Asímismo, 4 m., o sea | m., 
y 4^ m., o sea | m., son conmensurables. Los enteros son aquí 8 y 9, y 
la unidad común, £ m. 

La unidad común en función de la cual se expresan dos cantidades 
conmensurables se llama común medida de cllas. 

201. Cantidades inconmensurables. Bícese que dos cantidades 
de una misma especie son inconmensurables cuando no tienen 
medida común. 

Si, por ejemplo, a = V2 y b = 3, a y 6 son inconmensurables, pues es 
irnposible expresarlos en números enteros en función de una misma 
unidad. 
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202. Razón inconmensurable. Llámase razón inconmensurable 
la expresión del cociente de dos cantidades inconmensurables. 

Aun cuando el valor de tal razón no puede expresarse con 
exactitud por números enteros ni fraccionarios, puede ballarse 
con el grado de aproximacidn que se quiera. 

Supóngase que ^ = V2. Ahora bien, V2 = 1,41421356 • • •, 

que es mayor que 1,414213 y menor que 1,414214. Si se toma 
una millonésima de b por unidad de medida, el valor de a : b se 
hallará entre 1,414213 y 1,414214, y por tanto difiere de cúal- 
quiera de estos valores en menos de una millonésima. 

Llevando más lejos la aproximación de V2, la razón de a a 
b puede hallarse con un error menor que una billonésima, una 
trillonésima, o cualquiera otra fracción, por pequena que sea. 

En los cálculos prácticos se procede como si todas las can- 
tidades fueran conmensurable? ; mas no así en las matemáticas 
puras. 

a m m + 1 

S. - > — pero <-, el error que se comete tomando una de estaa 

b n n 

fracciones por valor de - es menor que - • Tomando para n un valoi 
o n 

suficientemente grande, el error puede hacerse tan pequefio como se 
quiera. 

EJERCICIO 32 

Sdllese una comûn medida de: 

1. 32 m. y 24 m. 3. 5£ m. y 3£ m. 5. 6£ días y 2§ días- 

2. 48 cm. y 18 cm. 4. 2f kg. y 1\ kg. 6. 14,4 m. y 12 m. 

Hállese la mayor común medida de: 

7. 64 m. y 24 m. 10. 3£ pulg. y § pulg. 

8. 51 m. y 17 m. 11. 2f horas y 0,25 horas. 

9. 7,5 cm. y 1,25 cm. 12. 75° y 7° 30*. 

13. Si a:b = V3, determínese el valor aproxiruado de esta 

relación con un error menor que 0,001. 
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203. Constante y variable. Llámase constante toda cantidad 
cuyo valor permanece fijo o invariable en todo el curso de una 
investigación o discusión. 

Llámase variable toda cantidad a que se dan diferentes valores 
para ciertos fìnes. 

204. Límite. Cuando una variable se puede hacer variar de tal 
manera que se aproxime sin cesar a una constante y que la dife- 
rencia entre las dos pueda hacerse y mantenerse tan pequena 
como se quiera, la constante se llama límite de la variable. 

Hay variables que llegan a su límite; otras que no. Así, una cuerda 
puede hacerse crecer liasta que sea igual al diámetro, que es su límite 
superior, sin que deje de ser cuerda. Puede también hacerse disminuír 
hacia su límite inferior 0, pero no puede liacerse iguai a 0 sin que deje 
de ser cuerda. 

205. Polígonos inscrito y circunscrito. Un polígono es inscrito 
en un círculo cuando todos sus 
lados son cuerdas del círculo; y 
circunscrito a un círculo, cuando 
todos sus lados son tangentes al 
círculo. 

E1 círculo es inscrito en el polígono Polígono Polígono 

circunscrito, y circunscrito al inscrito. insorito circunscnto 

206. E1 círculo como limite. Si en un círculo se inscribe un 
cuadrado, y luégo un octógono con los vértices en los puntos 
medios de los cuatro arcos, el octògono es 
inayor que el cuadrado pero menor que el cír- 
culo, y el perímetro del octógono es mayor 
que el perímetro del cuadrado pero menor que 
ía circunferencia del círculo. 

Si se continúa doblando el número de lados 
es claro que la circunferencia es el límite del perímetro del 
polígono, y que asímismo el área del círculo es el límite del 
área del polígono. 
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207. Teorema de los límites. Si dos variables tienden hacia sus 
límites pero permanecen siempre iguales , los límites son iguales. 

Supongamos que AX y BY 
crecen sin cesar y tienden hacia ^ 

los límites AL y BM respecti- A - 1 --1 L 

vamente, pero permaneciendo 

siempre iguales. Se trata de B - X. - 

demostrar que los límites AL 
y BM son iguales. 

Supóngase que estos límites no son iguales, y que A Z = BM. 
Puesto que X puede llegar a una posición intermedia entre 
Z y L, puede hacerse AX > AZ, y por tanto mayor que BM. 
Como BY no puede exceder BM, será también AX>BY, lo 
que es contra el supuesto. Luego no puede ser BM <AL. 
Asímismo, no puede ser AL < BM . Luego AL = BM. l.c.d.d. 


208. Bisección del círculo. Es evidente que todo diámetro 
divide el área del círculo en dos partes iguales. Esto se 
expresa también diciendo que todo diámetro divide el círculo 
en dos partes equivalentes. 

209. Segmento de círculo. Llámase seg- 
mento de círculo la parte de un círculo 
comprendida entre un arco y su cuerda. 

Si la cuerda es un diámetro, el segmento se D 
llama semicírculo , palabra que también se aplica 
a veces a la semicircunferencia. 

210. Sector. Llámase sector la parte de 
un círculo comprendida entre un arco y los radios que van a 
sus extremos. 

Si el arco es la cuarta parte de la circunferencia, el sector se llama 
cuadrante ; si la sexta parte, sextante; si la octava, octante. 

211. Ángulo inscrito. Angulo inscrito es aquel cuyo vértice 
está en una circunferencia y cuyos lados son cuerdas. Dícese 
que el ángulo está inscrito en el arco que contiene el vértice 
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Proposición XV. Teorema 


212 . En un mismo círculo o en círculos iguáles , dos 
ángulos centrales son entre si como los dos arcos que los 
subtienden. 



Fig.I 



Fig. 2 Fig. 3 


Sean 0, 0' los centros de dos círculos iguales, y AOB, A'O'B' 
dos ángulos, subtendidos por los arcos AB, A'B' respectivamente. 

Z. A' O'B' arco A'B' 

Demostrar que — - —• 

2 ZAOB arcoAB 


Caso l.° Cuando los arcos son conmensurables (figs. 1 y 2). 
Demo8tración. Sea m una medida común de A'B' y AB. 
Divídanse los dos arcos A'B' y AB en partes iguales a m, lo 
cual es posible, por ser m medida de ambos. 

Supóngase que en el arco A 'B' hay a de estas divisiones, y 
b en el arco AB. 


Entonces 


arco A'B' _ a 
arco AB b 


Trácense radios a los puntos de división de A'B' y AB. 

Estos radios dividirán el ángulo A OB en b partes iguales, v 
el A'O'B' en a partes iguales entre sí y a las de AOB. N.° 167 

Z.A'0'B' a 
* ‘ ZAOB ~ b ' 


ZA'O'B' arcoA f B f 
ZAOB ~ arco AB 


(n.° 52, 8.°). l.c.d.d 
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Caso 2.° Cuando los arcos son inconmenmrables (figs. 2 y 3). 

Demostración. Divídase AB en nn número cualquiera de 
partes iguales, y tòmense consecutivamente en A'B' tantas de 
estas partes como sea posible. 

Puesto que los arcos son inconmensurables, A'B' no puede 
contener un número exacto de tales partes. De .suerte que si, 
partiendo de A', se toman en A'B' tantas de ellas como se 
pueda, habrá siempre un residuo, como PB’, nenor que una de 
las partes. Trácese O'P. 

Puesto que AB y A'P son conmensurables, 


AA'O'P arco/í'P 
Z.AOB ~ arco AB ' 


Caso l.° 


Aumentando el número de partes en que AB se divide, cada 
parte, y por tanto PB', puede hacerse menor que cualquier 
cantidad dada, por pequena que sea. 

Por tanto PB' tiende hacia 0 como límite a medida que se 
aumenta el número de partes; el ángulo bq'b' tiende también 
hacia 0, el arco A'P tiende hacia A'B', y el ángulo A’O'P hacia 
el A 'O'B'. 

, . arco A'P . . . arco.l'U' . 

.*.la vanable-tiende hacia - 777 como nmite, 

arco AB arco AB 


, ZA'O'P L . , t . ZA’O'B' 

y la vanable ^ ^ — tiende hacia 


Ahcra bien, 


ZAOB 
ZA'O'P 
ZAOB ( 


siempre igual a 


ZAOB 
arco A'P 
arco AB 


ZA'O'B' arcoA'-B' oon „ 

.-. —--- =-(n. 20í)- 

ZAOB arcoA5 v J 


l c.d.q 


213. Medida de un ángulo por un arco. Vese que el valor numé 
rico de un ángulo central (expresado en grados por ejemplo) 
es igual al del arco que lo subtiende. Esto se expresa diciendo 
que todo ángulo central se mide por el arco que lo subtiende, o lo 
que es igual, por el arco comprendido entre sus lados. 
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Proposición XVI. Teorema 

214. Todo ángulo inscnto tiene por medida la mitad 
iel arco comprendido entre sus lados. 


B B B 



Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 


Sea B un ángulo inscrito en un círculo cuyo centro es 0, y sea AC 
el arco comprendido entre los lados del ángulo. 

Demostrar que el /.B es medido por la mitad del arco A C. 
Caso l.° Cuando 0 se halla sohre uno de los lados (fig. 1). 


Demostración. Trácese OC. 

Ahora bien, AB—AC. N 0 74 

Pero /-B + Z.C =AAOC-, N.° 111 

.'.2/B = /AOC. N.° 52, 8.° 

.\/B = ±/AOC. N.°52, 2.° 

E1 /AOC es medido por el arco AC. N.° 213 
/ B e s medido por \ arco AC. 


Caso 2.° Cuando 0 se Jialla dentro déi dngulo B (fig. 2). 
Demostración. Trácese el diámeòro BD. 

/ABD tiene por medida £ arco AD, 

/DBC tiene por medida ^ arco DC Caso l.° 
/ABD + /DBC tiene por medida £ (arco AD + arco DC ) 
esto es. / ABC tiene por medida £ arco AC. 
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Caso 3.° Cuando 0 se hallafuera del ángulo B (íig. 3). 
Demostración. Trácese el diámetro BD. 

Z.DBC tiene por medida £ arcoDC, 

Z.DBA tiene por medida £ arco DA. Caso 1.® 
.*. ZDBC — ZDBA tiene por medida £ (arco DC — arcoiM); 
esto es, ZABC tiene por medida £ arco AC. l.c.d.d 



215. Corolario l.° Todo ângulo inscrito en un semicírculo 
es un dngulo recto. 

Pues tal ángulo es la mitad de un ángulo central de lados colineales. 
Véase la fìg. 4. 

216. Corolario 2.° Un ángulo inscrito en un arco rnayor 
que un semicírculo es agudo ; en uno menor , obtuso. 

Véanse los ángulos A y B en la fig. 5. 

217. Corolario 3.° Todos los ángulos inscritos en un mismo 
arco o en arcos iguales son iguales. 

Dése la razón de esto. Véanse los ángulos A, B, C en la fig. 6. 

218. Corolario 4.° Los dngulos opuestos de todo cuadrildtero 
inscrito en un círculo son suplementarios ; y recíprocamente , si 
los dngulos opuestos de un cuadrildtero son suplementarios , ei 
cuadrildtero es inscriptible. 

En cuanto a la recíproca, «s se puede trazar un círculo por A, B y C 
(n.° 190) ? Si no pasa por D, ^ puede demostrarse que D es o mayor o 
menor que algi'rn otro ángulo suplementario de B ? Véase el n.° 111. 
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EJERCICIO 33 

1» Todo paralelogramo inscrito en un círculo es un rectángula 

2. Todo trapecio inscrito en un círculo es isósceles. 

3. La recta menor que puede trazarse de un punto interior de 
un círculo a la circunferencia es el segmento menor 
del diámetro que pasa por ese punto. 

Sea P el punto dado. Demuéstrese que el segmento 
PA es menor que PX. 

4. La recta mayor que puede trazarse de un punto interior de 
un círculo a la circunferencia es el segmento 
mayor del diámetro que pasa por ese punto. 

5. E1 diáinetro del círculo inscrito en un 
triángulo rectángulo es igual a la suma de 
los catetos menos la liìpotenusa. 

6. La menor recta que de un punto exterior puede trazarse 
a una circunferencia es la parte externa de la secante que pasa 
por el centro. 

Sean P el punto, 0 el centro del círculo, y PA la 
parte externa de la secante POB. Sea PCD otra 
secante. Compárese PC + CO con FO. 

7. La mayor recta que de un punto exterior puede trazarse 
a una circunferencia es la secante que pasa por el centro. 





8. Por uno de los puntos de intersecciòn de dos circunfe- 
rencias se traza un diámetro de cada una. La recta 
que une los extremos de estos diámetros pasa por 
el otro punto de intersección. 

9. Si por los puntos de intersecciòn de dos 

circunferencias se trazan dos rectas cualesquiera ( [ (j) 1) 

limitadas por las circunferencias, las cuerdas tra- 

zadas entre los extremos correspondientes de las dos rectas 
son naralelas- 
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PftOPOSlClÓN XVII. Teorema 

219. El ángiilo formado por dos cuerdas que se 
zortan dentro de un círculo tiene por medida la semi - 
suma de los arcos comprendidos entre sus lados . 



Sea AOB un ángulo formado por las cuerdas AC, BD. 

Bemostrar que A OB tienepor medidu J (arco AB + arcoCDy 

Demostración. Trácese A D 

Z A OB — Z.A + Z D. N.° 111 

Ahora bien, el ángulo A y el D son inscritos, y los arcos que 
los subtienden son CD y AB respectivamente. 

.’. Z/í tiene por medida £ arco CD } 
y asímismo, Z.D tiene por medida £ arco AB. N.° 214 

.'. Z A OB tiene por medida £ (arco AB + arco CD). l.c.d.d 

Discusión. Si 0 coincide con ei centro del círculo, ^ a qué otro teorema 
se reduce éste ? 

Si O es un punto de la circunferencia, corno B, ^ a qué otro teorema 
se reduce éste ? 

Supóngase que el punto permanece en la posición indicada en la figura, 
j que A C gira sobre 0 hasta coincidir con BD. & Qué arcos miden en 
tal caso los ángulos AOB, CCD ? ^ y los ángulos BOC, DOA ? 

También puede demostr'arse esta proposición trazando una cuerda 
AE paralela a BD, y demostrando que ZAOB = Z A, puesto que estos 
ángulos son alternos-internos de dos paralelas cortadas por una tras- 
vei’sal. Ahora bien, el ZA tiene por medida ^ arco CE. También se 
tiene : arco CE = arco CD -f- arco DE = arco CD -f arco A B, puesto que 
arco AB = arco DE (n.° 189). Luego el ZAOB, que es igual al A, tiene 
por medida \ (arco A B + arco CD). 
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Proposición XVIII. Teorema 

220 . El ángulo formado por una tangente y una 
cuerda tiene por medida la mitad dél arco subtendido 
por la cuerda. 



Sean XY la tangente y PQ la cuerda. 

Demostrar que ZQFX tiene por medida \ arco QSP. 
Demostración. Tráeese la cuerda QR paralela alí. 

Entonces se tendrá: 

arco PR — arco QSP. X.° 189 

(En todo círculo, dos paralelas interceptan arcos iguales.) 
También se tiene: 

ZQPX = ZPQR. N.°100 

(Estos dos ángulos son aìtemos-internos.) 

Ahora bien, Z PQR tiene por medida £ arco PR. K.° 214 

{Todo ángulo inscrito tienepor medìda la mitad del arco comprendido 
entre sus lados.) 

Reemplácese Z.PQR por su igual ZQPX , 
y también arco PR por su igual QSP: K° 52, 8.° 
ZQPX tiene por medida % arco QSP. l.c.d.d. 

Discusión. i Cuál es la medida del ángulo YPQ, suplemento del QPX ? 
Si PQ es perpendicular a XY, & cuáles son las medidas de ios ángulos 
YPQ, QPX? 

Supóngase que PQ gira alrededor de P hasta coincidir con XY. & Cuál 
será entonces la medida del ZYPQ ? á cuál la dei ÁQPX, y a aué será 
igual este ángulo ? 




MEDIDA DE LOS ÁNGULOS 
Proposicióx XIX. Teorema 


123 


221 . El ángulo formado por dos secantes o tangentes, 
o por una secante y una tangente, trazadas a un círculo 
de un punto exterior, tiene por medida la semidiferencia 
de los arcos comprendidos entre los lados del ángulo . 



Sean PBA, PCD dos secantes trazadas por P. 

Demostrar que élZ.P tiene por medida ì (arco DA — arco BCy 
Demostración. Trácese BX il a PCD (fig. 1). 

Arco BC = arco DX. 

Ahora bien, 

arco XA = arco DA — arco DX ; 

.’. arco XA = arco DA — arco BC. 

También: Z P = Z XBA. 

Z.XBA tiene por medida £arco XA. 

Reemplazando ZXBA por sn igual ZP , 

y arco XA por su igual DA — BC, N.° 52, 8.° 

resulta que ZPtiene por medida \ (arco DA — arco BC). l.c.d.d. 

Si la secante PY gira hasta hacerse tangente, toma la posición PB 
de la fig. 2. Si la secante PD gira de igual manera, llegará a la posición 
PC de la fig 8. Demuéstrese el teorema en estos dos casos especiales. 


N.° 189 

N.° 52, 8.° 
N.° 102 
N.° 214 
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EJERCICIO 34 

1. Si por p-1 punto de contacto de dos círculos tangentes se 
trazan dos rectas limitadas por las circunferencias, las cuerdas 
determinadas por los extremos de esas rectas 
son paralelas. 

Para que esto sea cierto, i a qué ángulo debe el A 
ser igual ? ^ Qué ángulós son iguales a éstos, según el 
n.° 220 ? 

2. Si uno de los catetos de un triángulo rectángulo es el 
diámetro de un círculo, la tangente trazada por el punto en 
que el círculo corta la liipotenusa pasa por el punto 
medio del otro cateto. 

Si OE es II a A C, £ qué relación existe entre BE y EC ? 

E1 teorema se reduce pues a demostrar que OE es paralela a 
euál línea ? Para que esto sea cierto. ^ a cuál ángulo debe ser 
igual el BOE ? 

3. Si por los extremos del diámetro AD se 
trazan dos cuerdas A C, DB que se corten en P 
de suerte que Z.APB— 45°, el Z.BOC es recto. 

4. E1 radio dcl círculo inscrito en un triángulo cquilátevo es 
un tercio de la altura del triángulo. 

Para que esto sea cierto, ^ a cuál línea debe ser 
igual AF? Parece que AF sea igual a EF, j EF a OF. 

Puede demostrarse que el A OFE es equilátero, o el 
AEF isósceles ? 

5. Si por cualquier punto de una diagonal 
de un cuadrado se trazan rectas paralelas a los lados, los puntos 
en que cortan los otros lados están en una cir- 
cunferencia cuyo centro es el punto medio de las 
diagonales. 

I Cuáles A deben ser iguales para que OY lo sea a 
OZ? t Por qué lo son ? ^ Cuáles A deben ser iguales 
para que OY lo sea a OX ? ,» Cuáles para que OX lo sea a 0 W ? 
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222. Cantidades positivas y negativas. En la 

geometría, como en el álgebra, las cantidades 
pueden ser positivas o negativas. 


B 


Por ejemplo, las temperaturas sobre cero se con- 
sideran positivas; las bajo cero, negativas. Análoga- 
mente, si en esta figura se consideran OA j OB 
como positivas, OG j OD deben considerarse como 
negativas. 

Lo mismo se aplica a los ángulos y a los arcos. Si 
la recta que engendra un ángulo gira en el sentido A B, 
contrario al del movimiento de las manecillas de un 
reloj, el ángulo y el arco se consideran positivos; si en 
el sentido opuesto AB', negativos. 

223. Principio de continuidad. Teniendo en 
cuenta las cantidades negativas, puede a menudo enunciarse un 
teorema de manera que incluya varios teoremas particulares. 
Sirva de ejemplo este teorema general: El ángulo form.ado por 
dos rectas que cortan una circunferencia o son tangentes a ella 
tiene por medida la semisuma de los arcos comprendidos entre 
sus lados. 



Los siguientes son casos particulares: 

1. ° Si las rectas se cortan en el centro, la semisuma dc los arcos es 
igual a uno de ellos, y el teorema se reduce al del n.° 213. 

2. ° Si las rectas son dos cuerdas cualesquiera, se tiene el caso del n.° 219 

3. ° Si el punto de inter- 

sección P se mueve hasta _ _ ][p 

la circunferencia, uno de 
los arcos es cero, y enton- 
ces se tienen los teoremas 
de los n. 08 214 y 220. 

4. ° Si P se mueve hasta salir del círculo, el arco menor, después de 
pasar por cero. se hace negativo, y entonces la suma algébrica de los 
arcos es en realidad su diferencia aritmética (n.° 221). 


E1 principio en virtud del cuaí se emplean estas variaciones 
continuas para aplicar un teorema general a casos particuiares 
se llama iorincipio de continuidad. 
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224. Problemas de construcción. A1 principio de esta obra sç 
dieron reglas para ejecntar algnnas construcciones geométricas 
sencillas, a fin de que el alumno se acostumbrase a dibujar sus 
figuras con exactitud. Ko se dieron demostraciónes entonces, 
por no haberse demostrado previamente los teoremas en que 
tales construcciones se fundan. Ahora se repasarán esas cons- 
trucciones, se demostrará la validez de los métodos empleados, 
y se aplicarán los mismos u otros métodos a la resolución de 
varios otros problemas. 

225. Carácter de las resoluciones. E1 problema presenta un 
rasgo que no se halla en la demostración de un teorema. 

En el teorema hay tres cosas que distinguir: l. a lo que se da 
o supone ; 2. a lo que debe demostrarse ; 3. a la demostración. En 
el problema hay cuatro: l. a lo que se da o supone ; 2. a lo que 
se busca ; 3. a la construcción (lo que debe hacerse para resolver 
el problema); 4. a la demostracicn de que la construcción sa.tis- 
face las condiciones del problema. 

Un teorema se demuestra ; un problema se resuelve primero, 
y luégo la validez de la resolución se demuestra. 

En la resolución de un problema las líneas dadas se hacen continuas; 
las auxiliares o de construcción , de puntos. 

226. Discusión de un problema. Fuera de la marcha indicada 
para la resolución de un problema, conviene a veces ir más 
lejos y discutir el problema — determinar si tiene más de una 
soluciòn, si es siempre posible, etc. 

Supóngase, por ejemplo, que el probíema es : Por un punto dado trazar 
una tangente a un cîrculo dado. 

Una vez resuelto el problema, podemos discutirlo así: Si el punto 
dado está fuera del círculo, hay dos tangentes posibles, que son iguales 
(n.° 192). Si el punto está en la circunferencia, habrá sólo una tangente, 
pues sólo una perpendicular puede trazarse a un radio en su extremidad 
(n.° 184). Si el punto es interior al círculo, el problema es evidentemente 
imposible. 

E1 princÌDÌo de continuidad es de uso frecuente en estas discusiones. 
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227 . De un punto situado fuera de una recta, bajar 
una perpendicular a esa recta. 



?'K 



/ 

B 


Sea P un punto situado fuera de h recta AB. 

Se desea bajar de P una perpendicular a AB. 

Construcción. Haciende centro en P, j con radio suficieni/ 5 - 
mente grande, descríbase un arco que corte ABenXeY. N.° 53,4.“ 

Haciendo centro primero enZy después en Y, j con un radio 
(que puede tomarse fácilmente a ojo) mayor que £ XY, descrí- 
banse aos arcos, los cuales se cortarán en un punto C. N.° 53, 4.° 
Trácese PC. N.° 53, l.° 

Prolónguese PC hasta su intersección M con AB. 

Entonces PM es la perpendicular buscada. 

Demostración. Puesto que, por construcción, tanto P como C 
equidistan de X e Y, esos dos puntos determinan la perpendicular 

bisectriz de X Y. N.° 151 

.'. PMe s _L a AT. 

.-. Pil/es J. a AB. l.c.d.d. 

Discusión. Las observaciones siguientes son interesantes: 

Que la prolongación de PC corta la recta AB queda demostrado en el 
razonamiento anterior. 

La distancia XY es cómoda para radio de los arcos C , aunque puede 
emplearse cualquiera otra mayor que \ XY. 

Si C Coincide con P, tómese la intersección de los arcos debajo de AB^ 
como se ve en la pág. 9, n ° 2 del ejercicio. 
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PllOPOSICIÓN XXI. PSOBLEMA 

228. En un jpunto dado de una recta, levantar una 
'perpendicular a esa recta. 




û 


-";i r 

1 ) 


X-- 

Fig. 2 


Sea P el punto dado de la recta AB. 

Se desea levantar una perpendicular a AB en P. 

Caso l.° Cuando P no está en un extremo de AB (fig. 1). 

Constracción. Hágase PX — PY. K° 53,4.° 

Con X e Y como centros, descríbanse dos arcos que se corten 
en un punto C. N.° 53, 4.° 

Trácese CP. N.° 53, l. c 

CP es la perpendicular buscada. 

Demostración. Tanto P como C equidistan deXel; luego PC 
es la _L bisectriz de AF(n.° 151). l.c.d.d. 

Caso 2.° Cuando P estden un extremo, como B,deAB (fig. 2). 

Construcción. Tómese un punto cualquiera 0 fuera de AB, 
y de él como centro, con radio OB, descríbase un arco que corte a 
AB en un punto X ^ xy 

Trácese BY, que es la perpendicular buscada. 

Demostración. /5 = 1 rt. X.° 215 

.’. BY es _L a AB (n.° 27). l.c.d.d. 

Discusión. Si el círculo descrito de 0 como centro es tangente &AB en B, 
OB es la perpendicular que se busca ín.° 185). 
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Proposición XXII. Problema 
229. Diviclir una recta dada en dos partes iguales . 



■B 


i M 


¥- 


Sea AB la recta dada. 

Se desea dividir AB en dos partes iguales. 

Construcción. Con centros A y B, y radio AB, descríbans< 
arcos que se corten en dos puntos X, Y, y trácese XY. 

E1 punto M en que XY encuentra AB es el medio de AB. 
Demostración. XY es la _L bisectriz de AB (n.° 151). l.c.d.-. 

PROPOSICIÓN XXIII. pROBLEMA 
230. Dividir un arco dado en dos partes iguales . 

n 



Sea AB el arco dado. 

Se desea dividir AB en dos partes iguales< 
Construcción. Trácese la cuerda AB. 

Trácese CM, JL bisectriz de la cuerda AB. 

E1 punto C es el medio del arco AB. 
Demostración. MC bisecta el arco AB n.°l'7r>. 


K.° 53,1 
N.° 22S 


L.C.D.D 
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Proposición XXIV. Problema 
Dividir un ángulo dado en dos partes iguales . 



Sea AOB el ángulo dado. 

Se desea dividir AOB en dospartes iguales. 

Construcción. Con 0 por centro y cualquier radio trácese un 
arco que corte a OA enlya OB en Y. 

D e X e Y como centros, y con un radio conveniente, trácense 
arcos que se corten en un punto P. 

OP es la bisectriz del Z. A OB. 

Demostración. Trácense PX j PY. 

Demudstrese que A OPX — A OPY. N.° 80 

Síguese de la igualdad de estos triángulos que 

ZAOP = ZBOP (n.° 67). l.c.d.d. 


EJERCICIO 35 

1. Construír ángulos de 45° y 135°. 

2. Construír ángulos de 22° 30' y 157° 30'. 

3. Dado el lado de un triángulo equilátero, construír el trián- 
gulo, y por tanto también un ángulo de 60°. 

4. Construír un ángulo de 30°, o sea, trisectar un recto. 

5. Construír ángulos de 15°, 7° 30', 195°, 345°. 

6. Construír un triángulo en que dos ángulos sean de 75° 
l Hay sólo un triángulo que llene esta eondición ? 
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Peoposición XXV. Problema 

232. Por un punto dado de una recta, trazar otra 
queforme con aquélla un ángulo dado. 



Sean P tl puDto dado de la recta PÇ, y AOB el ángulo dado. 

Se desea trazar por P una recta que forme con PQ un 
ángido igual a AOB. 

Construcción. Con centro 0 y un radio cualquiera, trácese un 
arco que corte a OA en C y a OB en D. 

Haciendo centro en P, y con el mismo radio, trácese un arco 
MX, que corte a PQ en M. N.° 53, 4.° 

Haciendo centro en M, y con radio igual a la cuerda CD, 
descríbase un arco que corte al MX en N. N.° 53, 4.° 

Trácese PN. N.° 53, V. 

Entonces, Z QPN =ZAOB. 

Demostración. Trácense las cuerdas CD y MN, y demuéstrese 
que A PMN =AOCD, N.° 80 

y que por tanto Z.QPN = ZAOB (n.° 67). l.c.d.d. 

233. Corolario. Por un punto situado fuera deuna recta, 
trazar una paralela a esa recta. X 

Sean AB la recta y P el punto dado. ç, _ P / P j y 

Por P trácese una recta cualquiera XPY que / 

corte a AB. A -- B 

Trácese C.T) de suerte que Zp sea igual “X Zg. / 

La recta CD será la paralela buscada. Y 
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PrOPOSICIÓN XXVI. PltOBLEMA 

234. Dividir una recta dadct en im número dado de 
partes iguales. 



Sea AB la recta dada. 

Se desea dividir AB en un nûmero dado de partes iguales. 

Ccnstrucción. De A trácese una recta cualquiera A 0. 

Elíjase una distancia conveniente cualquiera, y márquense 
consecutivamente en A 0 , con el compás, tantas partes iguales a 
tìsa distancia cuantas partes iguales deba tener AIì. 

Por C, riltimo punto así determinado, trácese CB. 

Por los puntos de división de A 0 trácense a CB. N.° 233 
Estas rectas dividirán AB en partes iguales. 

Demostración. Síguese esto del n.° 134. l.c.d.d. 

EJERCICIO 36 

1. Dividir una recta dada en cuatro partes iguales. 

2. Dado el perímetro de un triángulo equilátero, sonstruír 
el triángulo. 

3. Por un punto dado trazar una recta que forme ángulos 
iguales con los lados de un ángulo dado. 

4. Por un punto dado trazar dos rectas que formen ilos 
tríángulos isósceles con dos rectas concurrentes dad’as. 

5. Construír un triárlgulo cuyos ángulos sean respectivamente 
iguales a los de un triángulo dado. 
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235. Dados dos lados de un triánçjulo y el ángulo com * 
prendido, construïr él triángulo. 



o i A ì c b 


Sean o y c dos lados de un triángulo, y O el ángulo comprendido. 

Se desea construír el tridngulo. 

Construcción. En una recta cualquiera AX tómese, trazando 
un arco, un segmento AB igual al lado c. 

Constrúyase en A el Z.BAD igual al 0. N.° 232 

Como antes, tómese en A D un segmento A C igual a b. 

Trácese BC. 

E1 AABC es el buscado. 

Demostración. (Se deja al alumno.) 

236. Corolario l.° Construîr un triángulo conociendo un 
lado y dos ángulos. 

Deben tratarse dos casos: l.° cuando el lado es adyacente a los dos 
ángulos; 2.° cuando es opuesto a uno de ellos. En el caso 2.°, liállese el 
tercer ángulo (n.° 107). 

237. Corolario 2.° Construír un triángulo conociendo los 
tres lados. 

238. Corolario 3.° Construír un paralelogramo eonociendo 
un dngulo y los lados que lo forman. 

Combínense los n. 08 235 y 233. 
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Proposición XXVIII. Problema 


239 Construïr un triánçjulo conociendo dos ìados y Û 
ángulo opuesto a uno de ellos. 





Sean a y b dos lados de un triángulo, y A el ángulo opuestc al 
lado a. 

Se desea eonstruir el tridngulo. 

Construcción. Hay que distinguir tres casos. 

Caso l.° Cuando a es menor que b. 

Constrúyase el Z.XA Y igual al ZA. K.° 232 
En A Y, tómese A C igual a b. 

Haciendo centro en C, con radio a, trácese un arco que corte a 
AXenBjB’. Trácense BC y B’C. 

Los AABC, AB’C satisfacen las condiciones del problema. 
Hay pues dos soluciones, y por tanto 
el problema es ambiguo. 

Discusión. Si a es igual a la ± CB , el arco 
descrito de C es tangente a AX, y habrá 
sólo una solución —el A rectángulo ABC. 

Si a es menor que la _L bajada de C a 
AX, el arco descrito de C no encontrará 
AX, y el problema es imposible. 

Si A es recto u obtuso, el problema es 
imposible, puesto que a<b, y el lado opuesto 
a un ángulo recto u obtuso es mayor que 
los otros (n.° 114). 
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Caso 2.° Cuando a es igual a b. 

Si A es agudo, y a = b, e\ arco descrito de C como centro, 
con radio a, corta la recta WX en dos puntos A, B. En este 
caso hay pues sólo un triángulo que llena 
las tres condiciones, a saber: el triángulo 
isósceles ABC. 

Discusión. Si A es recto u obtuso, y a = b, el 
problema es imposible ; pues en todo triángulo 

isósceles los ángulos opuestos a los lados iguales son iguales, y un trián. 
gulo no puede tener más de un ángulo recto ni más de un ángulo obtusc» 
(n.° 109). 

Caso 3.° Cuando a es mayor que b. 

Si A es agudo, el arco descrito de C cortará la recta WX en 
lados opuestos del vértice A, en B y B'. E1 AABC satisface las 
condiciones del problema ; el A AB’C 
no las satisface, porque no contiene el 
ángulo dado A. Síguese pues que en 
este caso el problema no tiene más que 
una solución. 

Si A es recto, el arco descrito de C cortará la recta WX en lados 
opuestos del vértice, en B y B', y los dos A rectángulos iguales 
ABC, AB'C satisfacen las condiciones del C 

problema, que tiene por tanto dos soluciones. a/ j\ N a 

Si A es obtuso, el arco descnto de C cor- _ 

tará WX en dos puntos B y B' ; pero esto B B 

no implica que haya dos soluciones. E1 AABC satisface las 
condiciones del problema; el A AB'C no las puede satisfacer, 
pues no puede contener el ángulo ob- 
tuso A ; de suerte que en este caso no 
hay más que una soluciòn — el A ABC. 

Discusión. Vese pues que cuando a > b hay 
sólo un triángulo que satisface las condiciones, puesto que los dos trián- 
gulos rectángulos iguales son en realidad un mismo triángulo en doí 
posiciones 


/ , 

, / ì 

w--^-—y--x 


X 

\ f V w / 











136 


LIBRO II. GEOMETRÍA PLANA 


PltOPOSICIÓN XXIX. PHOBLEMA 
240. Circunscribir un círculo a un triáncjulo dado. 



Sea ABC el triángulo dado. 

Se desea circunscribir un círculo al triángulo ABC. 

Construcción. Trácense las _1§ bisectrices de AB, AC. N.° 22ft 

Puesto que AB no es prolongación de CA, estas _l§ se encom 
trarán en un punto 0. A no hacerlo, serían lls, y una de ellas 
sería perpendicular a dos rectas concurrentes. N.° 82 

Haciendo centro en 0, con radio OA, descríbase un círculo. 

N.° 53, 4.° 

E1 círculo ABC es el buscado. 

Demostración. E1 punto 0 equidista de los A y B, y también 
de los A y C. N.° 150 

.'. 0 equidista d e A, B y C. 

Luego el O de centro 0 y radio OA pasa por A,B,C (n.° 160). 

L.C.D.D. 

241. Corolario l.° Trazar un círculo jpor tres puntos no 
dtuados en linea recta. 

242. Corolario 2.° Hàllar el centro de un círculo dado o 
de un arco circular dado. 

243. Circuncentro. Llámase a veces circuncentro de un polf- 
gono el centro del círculo circunscrito al polígono. Por lo 
común se llama simplemente centro del círculo circunscrito. 
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244. Inscribir un círculo en un triámjulo dado. 

o 



Sea ABC el triángulo dado. 

Se desea inscribir un círculo en el tridngulo ABC. 
Construcción. Biséctense los A A j B. N.° 231 

Por 0, intersección de las bisectrices, trácese la recta OP 
perpendicnlar al lado A B. N.° 227 

Con centro 0 j radio OP, descríbase el círculo PQR. 

E1 círculo PQR es el buscado. 


Demostración. E1 punto 0 equidista de AB, AC, BC, por ser 
punto de las bisectrices de los AA, B, C. N.° 152 

Luego el círculo de centro 0 j radio AP es tangente a los 
tres lados del triángulo, y es por consiguiente el círculo inscrito 
del triángulo (n.° 184). l.c.d.d. 

245. Círculos exinscritos. Si se trazan las bisectrices de los 
ángulos externos de un triángulo, sus intersecciones, como 
se ve en esta fìgura, determinan los 
centros de tres círculos cada uno de 
los cuales es tangente exterionnente 
a uno de los lados y también a 
las prolongaciones de los otros dos 
lados. Con respecto al triángulo, 
estos círculos se llaman círculos ex- 
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PnorosiciÓN XXXI. Problema 

246 . Por un punto dado , trazar una tanqentt a un 
circuto dado. 



Fio. 1 Fig. 2 


Sean P el punto dado y O el centro del círculo dado. 

Se desea trazar por P una tangente al círculo. 

Caso l.° Cuando P está en la circunferenda (fìg. 1). 
Construcción. Trácese el radio OP. X.° 53, l.° 

Por P trácese ATla OP. N.° 228 

A' Y es la tangente que se bnsca. 

Demostración. Por construcción, X Y es 1 al radio OP ; luego 
es tangente en P al círculo (n.° 184). l.c.d.d 

Caso 2.° Cuando P está fuera del drculo (fig. 2). 
Construcción. Trácese y biséctese OP. N.° 229 

Haciendo centro en el punto medio de OP, y con radio igual 
a ^OP, descríbase una circunferencia, que cortará la dada en 
«los puntos M y N, y trácense PM, PN. 

Estas rectas son ambas tangentes al círculo. 

Demostración. Trácese OM. 

Z OMP = 1 rt.; N.° 215 

PM es _L a OM. 

PM es tangente en M al círculo (n.° 184). l.c.d.d. 
E1 mismo razonamiento se aplica a PN. 
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Peoposición XXXII. Problema 


247. Sobre una recta dada, trazar un arco capaz dû 
contener un ángulo dado. 



Se desea trazar sobre AB un arco capaz de contener el 


dngulo m ; es decir, en que m pueda imcrïbirse. 

Construcción. Constrúyase Z.ABX igual al Zm. N.° 232 
Trácese PO, ± biseetriz de AB. N.° 229 

En B levántese BO ± a XB. N.° 223 

Con cent.ro 0 y radio OB descríbase un círculo. 

E1 arco A QB es el que se busca. 

Demostración. E1 punto 0 equidista de A y B ; N.° 150 

.*. el O pasará por A. N.° 160 

Ahora bien, BX es _L a OB ; Por consti 


.*. BX es tangente al O; N.° 184 

Z ABX tiene por medida £ arco AB. N.° 220 

Todo ángulo, como Q, inscrito en el arco AQB tiene por 
medida \ arco AB. N.° 214 

.-. ZQ=ZABX, 


y por tanto ZQ—Zm. N.°52, 8. fl 

.*. todo ángulo inscrito en el arco AQP es igual a m. l.c.p d 
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248. Manera de resolver un problema. Las tres maneras más 
comunes de resolver problemas son: 

1. a por síntesis; 

2. a por análisis; 

3. a por lngares geométricos. 

249. Método sintético. En problemas muy simples, la reso- 
lución casi salta a la' vista como aplicación inmediata de una o 
más proposiciones conocidas. Ejecútase entonces la construc- 
ción indicada por tales proposiciones, y luégo, por medio de 
ellas mismas, se demuestra la validez de la construcción, si 
fuere necesario. 

Los simples casos a que este método puede aplicarse son relativamente 
raros. E1 método más general y casi siempre el mejor es el analítico. 

250. Método analítico. En este método: 

1. ° Se supone el problema resuelto y se ve qué consecuencias 
ee deducen de las condiciones supuestas. 

2. ° Se ve si es posible construír una figura que satisfaga 
estas consecuencias, consideradas ahora como condiciones de) 
problema. 

Del tercer método se trata en la página 143. 

251. Problemas determinados, indeterminados e imposibles. Se 

dice que un problema es determinado cuando tiene un número 
definido de soluciones ; indeterminado , cuando tiene un número 
indefinido de soluciones; imposible, cuando no tiene solución 

Por ejcmplo, el problema de construír un triángulo cuando se conocen 
los tres lados es dcterminado (pero véase más abajo); el de construír un 
cuadrilátero con cuatro lados dados es indeterminado; el de construír 
un triángulo con tres rectas .tales que una de ellas es mayor que la suma 
de las otras dos es imposible. 

252. Discusión. Como queda dicho, la díscusión de un pro- 
blema es el estudio de todos los casos que pueden presentarse, 
sobre todo en lo referente al número de soluciones. 
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253. Aplicaciones del método analítico. A continuación se dan 
varios ejeinplos del empleo del método analítico.. 

EJERCICIO 37 

1. Dado el triángulo ABC, trazar PQ paralela al lado AB e 
igual a AP + BQ. 

Análisis. Supóngase el problema resuelto. 

Entonces AP debe ser igual a alguna parte 
de PQ, como PJ, y BQ a la otra parte QX. 

Si AP — PJ, <? a cuál ángulo debe ser igual 
el PXA ? 

Tuesto que PQ es II a AB, <? á cuál ángulo es 
igual el PXA ? <: Por qué debe pues J BAX ser igual a XAP ? ,? Y qué 
relación debe liaber entre los Á QBX j XBA ? 

Construcción. Invirtiendo el procedimiento, qué debe hacerse con 
los £ A j B para liallar X ? Dénse la construcción y demostración. 

2. Construír un triángulo, dados el perímetro, un ángulo y 
la perpendicular del vértice de ese ángulo al lado opuesto. 

Análisis. SeanZPC el A, C el ángulo dado, y CP la perpendicular. 

Puesto que el perímetro 
es la suma de los lados, X- 
prolonguemos AB j BA , 
y hagamos BN = BC j 
AM = AC. 

i A cuáles Á son iguales M . 
los mjn respectivamente? 

Ahora bien, Zm + Zn + ZMCN = 180°. 

Adernás, Z MCN = Zm' + ZACB + Zn' ; 

.-. 2 Zm + 2 Zn + ZACB = 180° ; 

Zm + Zn = 90° — \ZACB) 

Z MCN = 90° + ^ ZACB (<? por qué ?); 

.*. ZMCN es conocido. 

Construcción. Inviértase el procedimiento. Trácese MN igual al perí- 
metro. Sobre MN constrúyase un arco capaz de contener el ZMCN 
(n.° 247). Trácese XC II a MN a la distancia CP de MN. Los vértices 
AjB están en las Js bisectrices de CM j C2$. <? Por quó ? 
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3. Trazar una recta de longitud dada que esté limitada por 
dos lados de un triángulo y sea además para- 
lela al tercero. 

Si PQ = d, <i a qué es igual AR ? «jCómo se puede 
invertir el razonamiento ? 

4. Trazar una tangente a un círculo dado que sea paralela a 
una recta dada. 

5. Construír un triángulo, dados un lado, uno de los ángulos 
adyacentes a él, y la diferencia de los otros dos 
\ados. 

Si se conocen AB, ZA j AC - BC, ^cuáles puntos 
quedan así determinados ? i Puede entonces trazarse BX ? 

^De qué clase es el A BCX ? ^Cómo se determina G ? 

6. Construír un triángulo dados dos ángulos y la suma de 
dos lados. 

Hállese el ZA. Si AX=AB+ BC, ,;de qué 
clase es el A BGX? & A qué es igual el Z ABC ? 

^ Es X conocido ? «j Cómo se determina C ? 

7. Construír un cuadrado, dada la diagonal. 





8. Por un punto P interior a un ángulo AOB, trazar un 
segmento MN tal que PN sea igual a PM. 

Si PM=PN, y PR es II a 40, ^jqué se deduce 
en cuanto a OR y RN? Inviértase el procedi- 
miento. Análogamente, si PQ es II a BO, <jes OQ 
igual a QM ? 


9. Trazar la bisectriz de un ángulo cuyo vértice es inaccesible. 


Siendo ABjCD los lados,estúdienselas propiedadcs 
de la figura suponiendo que pueden prolongarse hasta su 
intersección. La bisectriz del ZO es la _L bisectriz de 
PQ, que forma ángulos iguales con ABj CD. 

Inviértase aliora el procedimiento. ^Cómo puede 
trazarse PQ de suerte que los ángulos P j Q sean 
íguales ? Trácese BR II a CD, j hágase BR = BQ. Trá- 
cese QRP, J demuéstrese que los Á P j Q son iguales. 
perpendiçular bisectriz de PQ. 


0 



Trácese ahora la 
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254. Método de las intersecciones de lugares geométricos. E1 

método de los lugares geométricos (n.° 248) es útil cuando se 
trata de determinar un punto sujeto a dos condiciones, una de 
las cuales es satisfeclia por los puntos de un lugar geométrico 
y la otra por los de otro. La intersección de estos lugares deter- 
mina el punto. 

EJERCICIO 38 

1. Hallar un punto que diste 8 mm. de un punto dado y 
5 mm. de una recta dada. 

Si P es el punto dado, y AB la recta dada, - 

l cuál es el lugar geométrico de los puntos que ^ ;_;_ \ _ g 

distan 8 mm. de P ? «j cuál el de los distantes V p J 

5 mm. de AB? & En cuántos puntos pueden 
cortarse estos dos lugares ? 

2. Hallar un punto distantc 1 cm. y 2 cm. de dos puntos dados 

Discútase el número de puntos posiblcs. 

3. Hallar un punto que se halle a 12 mm. dcl vértice de up 
ángulo y equidiste de los lados del ángulo. 

4. Hallar un punto que equidiste dc dos retîtas que se cortan 
y diste 8 mm. del punto de intersección. 

I Cuántos puntos satisfacen las condiciones ? 

5. Hallar un punto que diste 16 mm. de un punto dado y 
equidiste de dos rectas dadas que se cortan. Discútase el 
problema. 

6. Hallar un punto que diste 16 mm. de un punto dado y 
equidiste de dos paralelas. Discútanse las posiciones posibles 
del punto dado. 

7. î Cuál es el lugar geométrico del punto medio de las 
cuerdas de longitud dada que pueden trazarse en un círculo? 

8. Por un punto interior a un círculo se trazan cuerdas en 
número indefìnido. ^Cuál es el lugar geométrico de los puntos 
medios de dichas cuerdas ? 
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9. Describir nn círculo que pase por un punto dado e inter- 
cepte en dos paralelas cuerdas iguales de longitud dada. 

Análisis. Sean A el punto dado, BC y DE las IU dadas, MN la longi- 
tud dada, y O el centro del círculo que se 
busca. 

Puesto que el círculo intercepta cuerdas 
iguales en las dos ll s , <j qué se sabe de la dis- 
tancia del centro a estas cuerdas ? <5 Cuál es 
pues el lugar geométrico del centro ? 

Trácese la ± bisectriz de MN. Sea P su 
punto de intersección con FG. «jQué relación existe entre PM y el 
radio ? <5 Cómo puede pues hallarse un punto O de FG cuya distancia 
de A sea PM ? <; Es 0 el centro del círculo buscado ? 


JD jiî 

JS- 

i 

1 

! ''A 

F \P 

L-" G 

/j / 

B M j QN 

G 


10. Describir un círculo tangente a dos rectas concurrentes. 

11. Determinar en una recta dada un punto equidistante de 
dos puntos dados. 

12. Ilallar un punto que equidiste de dos pur.tos /p/ 

dados y se halle a una distancia dada de otro punto 0 

dado. jp-Nf 


13. Por dos puntos dados trazar una circunferencia de radio 
dado. 


14. Determinar un punto, conocida su distancia a dos puntos 
dados. 


15. Trazar un círculo que pase por dos puntos dados y tenga 
el centro en una recta dada. 

16. Hallar un punto equidistante de dos puntos dados y 
también de dos rectas concurrentes dadas. 


17. Hallar un punto equidistante de dos 
puntos dados y también de dos paralelas dadas. 

18. Ilallar un punto que equidiste de dos 
jectas concurrentes y esté a una distancia dada 
de un punto dado. 

19. Hallar en uno de los lados de un triángulo un punto 
equidistante de los otros dos lados. 
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255. Instrucciones generales para resolver problemas. A1 dar 

principio a la resolución de un probleina, dibújese con alguna 
exactitud una figura de forma general. Si el método de reso- 
lución no saltare a la vista, véase si el problema se reduce a 
determinar la intersección de dos lugares geométricos. Si no 
es éste el caso, supóngase el problema resuelto y aplíquese el 
método analítico. 

EJERCICIO 39 

1. Trazar una tangente común a dos círculos dados. 

Sean O, 0' los centros, y r, r' los radios. Suponiendo el problema 
resuelto, la tangente QR parece ser II a O'M, tangente trazada por O' a 
un círculo de radio r — r'. Si esto es cierto, puede deducirse de ello el 
método de construcción. 

En la figura derecha, ^ es QR II a O'M, tangente a un círculo de radio 
r + r' ? Y si esto es cierto, <; qué construcción resuelve el problema ? 
Generalmente hay cuatro tangentes comunes. 


2. Trazar una tangente común a los dos círculos de cada 
uno de estos pares: 




3. E1 lugar geométrico del vértice de un triángulo rectángulo 
de hipotenusa dada es la circunferencia cuyo diámetro es esa 
hipotenusa. 

4. E1 lugar geométrico del vértice de un ángulo dado opuesto 
a un íado dado de un triángulo es el arco descrito sobre ese 
lado capaz de contener ese ángulo. 
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Oonstruîr un triángulo isósceles, dados: 

5. La base y el ángulo opuesto. 

6. La base y el radio del círculo circunscrito. 

7. La base y el radio del círculo inscrito. 

8. E1 perímetro y la perpendicular trazada a la base del 
vértice opuesto. 

Sea EF el perímetro. La JL bisecta EF, y 
los & CAE , CBF son isósceles. 

Construír un triángulo rectángulo, dados: 

9. La hipotenusa y un cateto. 

10. Un cateto y la perpendicular del vértice del ángulo recto 
«la hipotenusa. 

11. La misma perpendicular y la mediana correspondiente. 

12. La misma perpendicular y la hipotenusa. 

L3. Un cateto y el radio del círculo inscrito. 

14. Un ángulo agudo y el radio del círculo inscrito. 



Construir un triángulo, dados: 

15. La base, la altura y un ángulo adyacente a la base. 

16. La base, la altura y el ángulo opuesto a la base. 

17. Un lado, un ángulo adyacente y la suma 

de los otros dos lados. J,.*'' 

18. Construír un triángulo equilátero, dado el 
radio del círculo circunscrito. 


•vO\; // 
''— : 7 ) 


19. Construír un rectángulo, dados un 
lado y el ángulo de las diagonales. 

20. Dados los ángulos rectos 0 y la recta 
FE, construír un cuadrado tal que uno de 
sus ángulos coincida con uno de los rectos 0 
y el vértice del opuesto esté en FE o en su 
prolongación, (Dos soluciones.) 


\g/ 

''\e p 
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21. Una recta se mueve de tal manera que 
constantemente se apoya en otras dos, perpen- 
diculares entre sí. Hállese el lugar geométrico 
de su punto medio. 


22. Una recta se mueve permaneciendo 
siempre paralela a una recta dada, y con 
uno de sus extremos sobre una circunfe- 
rencia dada. Hállese el lugar geométrico 
del otro extremo. 



23. ^Cuál es el lugar geométrico 
del punto medio de las rectas que 
van a una circunferencia dada de un 
punto exterior dado ? 



24. Por dos puntos P y Q trazar rectas 
que se encuentren en la dada AB y formen 
con ella ángulos iguales. 

Z. CEF = ZPEC. Pueden hacerse estos A iguales 
trazando PP ± a AB, y haciendo CP = PC. 



25. Hallar el camino más corto del punto P al Q que pase por 

un punto de la recta AB. „<? 

PE + EQ< PF + FQ, siendo Z BEQ = ZPEC. yý' 

Esto demuestra que el camino recorrido por un — 

rayo de luz reflejado por un espejo de un punto a A C \ F B 

otro es el menor posible. p' 

26. Las bisectrices de los ángulos formados por las prolonga- 

ciones de los lados opuestos de un cuadiilátero inscrito se cortan 
en ángulo recto. Q 

Arco AX— arco MD = arco XB— arco CM ; 
arco YA — arco BN = arco DY— arco NC ; 

.*. arco YX + arco NM= arco MY + arco XN. 

.-. ZYIX = ZXIN. Y 

PY es ± a QX. 

Discútase el caso imposible. 
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27. Constrúyase esta fignra, liaciéndola de 
doble tamano. 

Constrúyase el triángulo equilátero, descríbanse los 
eírculos pequeíios con la mitad del lado por radio, y 
bâllese el centro del círculo circunscrito. 

28. Constrúyase esta figura, baciéndola de 
doble tamano. 

Obtiénese esta figura borrando ciertas líneas en la 
anterior. 

29. Dos poleas de 40 cm. y 60 cm. de radio 
respeotivamente están unidas por una correa 
tesa. La distancia entre los centros es de 2,4 m. Trácese la 
figura en escala de 25 mm. por metro. 

Cada polea se representa por un círculo. v ia correa por tangentes 
comunes a los dos círculos. 

30. De una rueda rota queda un fragmento ^- 

como éste. Dibújese una figura que indique la 

manera de hacer otra rueda del mismo tamano. 

31. En esta fìgura, Zm = 62°, Zn — 28°. 

Hiíllense los valores de los otros ángulos, y 
determínese si AB es un diámetro. 

32. En esta figura, Z.B = 45°, ZBDC 
= 97°. Hállense los valores de los otros 
ángulos, y determínese si CD es un 
diámetro. 

33. Constrúyanse o explíquese por 
qué es imposible construír triángulos 
con los grupos de valores siguientes (en A 
metros, por ejemplo) por lados : 3, 2, G; 

5, 7, 12; 2, 1, 1,5. 

34. Exjdíquese cómo puede trazarse en P 
una tangente a este círculo, cuyo centro es 
inaccesible. 
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EJERCICIO 40 

1. En un círculo cuyo centro es 0 se traza la cuerda AB de 
suerte que el ángulo BAO es de 27°. <?Cuál es el valor del 
ángulo A OB en grados ? 

2. En un círculo cuyo centro es 0 se traza la cuerda AB, de 
suerte que Z.BAO= 25°. Del mismo lado d e AB que 0, se 
toma un punto D en la circunferencia. <; Cuál es el valor del 
ángulo ADB ? 

3. Hállese el lugar geométrico de los puntos medios de las 
cuerdas determinadas por secantes trazadas a un círculo de un 
punto exterior dado. 

4. En un círculo cuyo centro es 0 se trazan dos perpen- 
diculares OJT, ON a las cuerdas AB y CD respectivamente. 
Suponiendo Z.NMO —ZONM, demuéstrese que la cuerda AB 
es igual a la CD. 

5. Dos circunferencias se cortan en dos puntos A y B. Por el 
punto A se traza una secante variable, que corta las dos circun- 
ferencias en los puntos C y D respectivamente. Demuéstrese 
que el ángulo DBC es constante. 

6. Sean A, B puntos fijos de una circunferencia, y M, N los 
extremos de un diámetro que gira. Hállese el lugar geométrico 
de la intersección de A M y BN. 

7. Sobre la recta AB se construye un arco de 240°, y en éste 
se traza una cuerda PQ que subtiende un arco de 60°. Ilállese 
el lugar geométrico de la intersección de AP y BQ, y también el 
de la intersección de A Q y BP. 

8. Construír un cuadrado conociendo la suma del lado y la 

diagonal. D 

Sea ABCD el cuadrado. Prolónguese CA, j hágase aS'' 
AE = AB. Los &ABC, ABE son isósceles, y además ~? G 

£BA C = ZACB = 45°. ^ Cuál es el valor del ángulo E ? 'g 

Constrúyase el ángulo CBE . 
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EJERCICIO 41 

CUESTIONARIO DE REPASO 

1. Defínanse los términos círculo, circunferencia, radio, diá • 
\netro, arco, cuerda. 

2. <?Qué es un ángulo central, y cuál es su medida? 

3. ^Qué es ángulo inscrito? <?Cuál es la medida de un 
ángulo inscrito? 

4. Enúnciese un teorema general que incluya todos los 
casos relativos a la medida del ángulo formado por dos rectas 
que se cortan. 

5. Enúnciense todos los teoremas relativos a cuerdas iguales 
de un mismo círculo. 

6. Enunciense todos los teoremas relativos a cuerdas desi- 
guales de un mismo círculo. 

7. Dígase lo que se sepa relativo a tangentes. 

8. <?Cuántos puntos determinan una recta? dos paralelas? 
un ángulo? un círculo? 

9. Nòmbrese una magnitud geométrica que se sepa trisectar, 
y explíquese cómo se trisecta. 

10. <? Qué partes deben conocerse para construír un triángulo 
único? 

11. ^Cuáles son los métodos empleados en la resolución de 
problemas geométricos ? <? Cuál es el más general ? 

12. i Qué se entiende por problemas determinados, indetermi- 
nados e imposibles ? 

13. <; En qué se diferencia una variable de una con 3 tante? 
Dénse ejemplos. 

14. Defínanse círculo inscrito y círculo circunscrito. 

15. <?Qué signifìca la proposición de que todo ángulo central 
se mide por el arco que lo subtiende ? 
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PROPORCIONES.—POLÍGONOS SEMEJANTES 

256. Proporción. Llámase proporción la expresiòn de la igual 
dad de dos razones. 

257. Símbolos. Una proporción puede escribirse de tres ma* 

neras, a saber: 7 = ^» a:b — c:d, a:b::c:d. 
b d 

La primera forma se lee: a sobre b igual c sobre d; las otras, a es a ì 
como cesad. 

258. Términos. Llámanse términos de una proporción las 
cuatro cantidades que entran en ella. E1 primero y tercer tér- 
minos se llaman antecedentes ; el segundo y el cuarto, conse' 
cuentes. E1 primero j el cuarto se llaman extremos ; el segundo 
j tercero, medios. 

En la proporción a:b = c:d, a y c son los antecedentes; b j d, los 
consecuentes; a y d, los extremos; b j c, los medios. 

259. Cuarta proporcional. Llámase cuarta proporcional de tres 
cantidades dadas la cantidad que forma el cuarto término de una 
proporciòn cuyos otros términos son las tres cantidades dadas. 
tomadas en orden. 

En a : b = c : d, d es cuarto proporcional de a, b j c. 

260. Proporción continua. Llámase proporción continua aquella 
Bn que los medios son iguales, como a:b — b:c. 

E1 medio común se llaina medio proporcional entre los extre- 
mos; y el cuarto término, terceroproporcional de los dos primeros. 

En a:b = b:c, b es medio proporcional entre a j c, odeaycjc, 
tercero proporcional de a j b. 
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Piìoposición I. Teoiìema 


261. En tocla proporción el producto de los extremos 
ts igual al producto de los medios. 

Sea la proporción a:b = c: d. 

Demostrar que ad = bc. 


Demostración. 


a _ c 
b~~d 


K.° 257 


Muitiplicando por bd , 


ad = bc (n.° 52, 2.°). l.c.d.d. 


262. Corolario r La media proporcional de dos canti- 
dades es igual a la raíz cuadrada de su producto. 

En efecto, si a : b = b : c, se tendrá (n.° 261): ò 2 = ac, b = Vac. 

263. Corolario 2.° tSi los antecedentcs de una proporciân 
so7i iguales , los consecuentes también lo son. 


264. Corolario 3.° Si el producto de dos cantidades es 
igual al producto de otras dos , las dos de cualquiera de los 
dos productos pueden formar los extremos y las otras dos los 
medios de una proporción. 


Proposición II. Teorema 


265. En toda proporción se pueden cambiar los me- 
dios uno por otro, de lo cnal resulta otra proporción. 

Sea la proporción 

Demostrar que 

Demostración. 

Dividiendo por cd, 


a: b = c: d. 
a: c = b : d. 
ad = bc. 
a _b 
c d’ 

a:c — b:d (n.° 257). 


N.° 261 
N.° 52, 2. # 

L.C.D.D. 


Esta operación se llama altemar. 
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Proposición III. Teorema 

266 . En toclci proporcióìi se pueden invertir las dos 
razones, de lo cucd resulta otra proporción. 


Sea la proporción 

a:b = c: d. 


Demostrar que 

b: a = d: c. 


Demostración. 

'TS 

II 

N. c 26J 

Dividiendo ambos miembros por ac. 



h _d 

a c 

N.° 52, 2.° 

sea, 

h:a = d:c (n.° 257). 

L.C.D.D. 


Proposicióx IV. Teorema 


267 . En tocla proporción pueden agregarse a los dos 
cintecedentes sus respectivos consecuentes , cle lo cual 
resulta otrci proporción. 


Sea la proporción a:b = c: d. 

Demostrar que a + b:b = c + d:d. 

, a c 

Demostracion. 7 = -• 

h d 

Agregando la unidad a los dos miembros, 


N.° 257 


ï + 1 =i +1 > ^” 52 - 1 ' 

a + h _ c + d 
h ~ d ' 


o sea, a b : h = c -\- d: d (n.° 257). l.c.d.d 

Puede demostrarse análogamente que a + b : a = c + d : c. 

La trasformación que acaba de explicarse se liama composición. 
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Proposición V. Teorema 

268. En toda proporción jmeden restarse de los ante - 
cedentes sus respectivos consecuentes, de lo cual resulta 


otra proporción. 



Sea la proporción 

a:b=c:d. 


Demostrar que 

a — b:b = c — d:d. 


Demostración. 

a c m 
b = d ] 

N.° 257 


b 1 d ’ 

N.° 52, l.° 


a — b c — d 



b ~~d~’ 


o sea, 

a — b :b = c — d:d (n.° 257). 

L.C.D.D. 

Puede demostrarse análogamente que 



a — b : a = c — d : c. 



La trasformación que acaba de explicarse se llama trasformaciòn por 
división. 


Proposición VI. Teorema 


269. En toda serie de razones iguales la suma de ïos 
antecedentes es a la suma de los consecuentes como uno 
cualquiera de los antecedentes es a su consecuente. 

Sea la serie de razones iguales a: t>=c:d=e: f= g: h. 


Bemostrar que a + c + e + g:b + d-f-f-hh = 

ûemostración. Sea r = ^ = 4 = — = - • 

b d f h 

Entonces a = br } c = dr, e=fr, g = hr\ 
a + c + e + g = (b + d + / + h)r. 
a + c + e + g _ _ a 

b + d + / + h b 


a: b. 

N.° 52, 2.° 
N.° 52, l.° 

N.° 52, 2.° 


o sea, a + c + e + g: b + d +/+ h = a: b (n.° 257). l.c.d.d. 





PEOPORCIONES 


155 


Proposición VII. Teorema 


270 Las potencias iguales de los términos de una 
proporción forman otra proporción. 

Sea la proporción a: b = c: d. 


Demostrar que a n : b n = c n : d n . 

Demostración. 7 = -; N.° 25Í 

0 d 


o âea, 


a n _c n 

a n :ò n = c n : d\ 


N.° 52, 3.° 

L.C.DD. 


Proposicióx VIII. Teorema 


271. En toda proporción continua el primer término 
es al cuarto como el cuadrado del primero es al del 
segundo. 


Sea la proporción continua a:b=b: ç. 

Demostrar que a: c = a 2 : b 2 . 

Demostración. a 2 = a 2 (ident.), y ac — b 2 ; 

a? _a 2 a _ a 2 
ac b 2 ’ ° c b 2 ’ 

o bien, a:c = a 2 :b 2 (n.° 257). 


N.° 261 
N.° 52, 2.° 

L.C.D.D. 


272. Carácter de las cantidades de una proporción. Aun cuando 
una razón puede ser la de una línea, un área u otra cantidad 
a otra de la misma especie, los términos de toda proporción se 
consideran como números. 

Si b y d, por ejemplo, son líneas, no pueden multiplicarse 
los dos miembros de la igualdad ~ ^ por bd (n.° 261). 

Cuando se habla del producto de dos magnitudes geométricas s 
8e entiende que se trata. de los números que las miden. 
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LIBRO III. GEOMETRÍA PLANA 
EJERCICIO 42 

1 . Demuéstrese que a:b = ma : mb. 

2. Si a :b = o: d, y m : n = p : q, también am: bn= cp: dq 


Suponiendo a: b = c: d, demuéstrese que: 

3. a:d = bc: d 2 . 7. ma :nb = mc: nd. 

4 . 1 : b = c: ad. 8 . a — l:b = bc — d: bd. 

5 . ad:b=c: 1 . 9* a + 1:1 = bc -f- d : d. 

6 . ma:b = mc:d. 10 . \:bc = \:ad. 

11 . a -J- b : a — b = c -j- d : c — d. 

En el n.° 11 del ejercicio, empléense los n.° 8 267, 268 del texto. 


Suponiendo a: b = b: c, demuéstrese que: 

12 . c:b = b:a. 14. (f> -r Wc) (b - V^) = 0 

13. « :c = i 2 :c 2 . 15. ac - l:b - 1 = b -f 1:1 

16. Si 2 :7 = 3 : x, demuéstrese que 2 x = 21, x = 10^. 

Hállese el valor de x en las siguientes proporciones: 


17. 1:7 = 3:®. 

18. 2:9 = 5:«. 

19. 4:28 = 3:«. 

20 . 2:8 = «: 12 . 

21. 3 : 5 = « : 9. 

22 . 7:21 = «: 5. 

23. 3:5 = « + 1:10. 

24. 8:15 = 2«+ 3:45. 

25. 0,8:« = 4:9. 

26. 0,7:«= 21:15. 

27. 0,25:« = 5: 8 . 

28. « : 1,3 = 4 : 0,20 


29. « : 2,7 = 7 : 5,4. 

30. « : 8,1 = 0,3 : 0,9. 

31. 2 :« = « : 32. 

32. 7 .« = x : 28. 

33. 1:1+ « = «-1:3. 

34. 5 :« — 2 = « + .2:1. 

35. « 2 : 2a = 3« : 6. 

36. « : 4 a = 2 « 2 : « 2 . 

37. «:1 = « —1:7. 

38. « + 1:«- 1 = 3:2. 

39. 3:« + 4 = « — 4:3. 

40. ab :b = b — cx: bc — x. 
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Peoposición IX. Teorema 

273. Tocla recta pciralela a uno de los lados de un 
triángulo divide los otros dos en partes proporcionáles . 



Sea EF una paralela al lado BC del triángulo ABC. 

Temostrar que EB: AE = FC: A.F. 

Caso l.° Cuando AE y EB son conmensurables. 

Demostración. Supòngase que el segmento MB es medida co- 
mún de AE y EB, y está contenido m veces en EB, y n veces 
en A E. 

Entonees se tendrá: EB :AE = m : n, 

puesto que m y n son las medidas o valores numéricos de 
EB y A E respectivamente, en función de la unidad MB. 

Divídanse EB y AE e:i partes iguales a MB, y por los puntos 
de división trácense paralelas a BC. 

Estas paralelas dividirán FC y AF en m y n partes iguales 
respectivamente. N.° 134 

.’. FC :AF — m:n. 

.'. EB:AE = FC :AF (n.° 52,7.°). l.c.d.d. 

Para los fines prácticos, esto demuestra la proposición, pues aun cuando 
AE y EB sean inconmensurables, sus valores pueden hallarse con el grado 
de aproximación que se quiera en función de una misma unidad, para io 
cual basta tomar ésta suflcientemente pequefia, y como esos valores aproxi- 
mados son conmensurables, el teorema se aplica a ellos. Sin embargo, com 
viene dar la demostración rigorosa para el caso de inconmensurabilidad. 
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Caso 2.° Cuando AE y EB son inconmensurables. 



Demostración. Divídase AE en un número cualqniera de par- 
tes iguales, y tómense en EB tantas de estas partes como sea 
posible. 

Puesto que AE y EB son inconmensurables, EB contendrá 
cierto número de estas partes, que se extenderán hasta un punto 
G, y quedará un residuo GB menor que una de las partes. 

Trácese GH II a BC. Entonces 

EG:AE = FH:AF. Caso l.° 


Aumentando el número de partes en que A E se divide, puede 
hacerse cada parte menor que cualquier cantidad dada, y como 
GB es menor que una de esas partes, tiende haeia cero como 
límite. N.° 204 

E1 segmento HC tiende también hacia cero. 

Así pues, EG tiende hacia EB, 

FH tiende hacia FC ; 


la variable ~~ tiende hacia ~~ como límite, 
AE AE 

y la variable tiende hacia -y-y; como límite. 
J AF AF 

EG . . FH 

A.hora bien, -jj; es siempre ìgual a • 

,.^| = ^(n.»207). 

AE AF K ' 


L.C D.J'. 
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274. Corolario l.° Dos lados de un tridngulo son propor- 
cionales a los segmentos determinados en ellos por cualquier / 
paralela al tercer lado. 

En efecto, se tiene : 

EB:AE = FC:AF-, N.° 273 

EB + AE:AE = FC + AF:AF; N.° 267 

estoes, AB-.AE = AC:AF. N.°52,10.° 

275. Corolario 2.° Los segmentos interceptados en dos tras • 
versales por tres o más paralelas son proporcionales. 

Trácese AN II a CD. A C _ 

AL = CG, LM=GK, MN=KD. N.°127 ” r 

Ahorabien, AH: AM= AF:AL = FH-.LM, N.°274 Hl \M 

AH:AM=HB:MN. N.°273 / \ 

AF: CG = FH:GK = HB.XD. B N~ 


EJERCICIO 43 

1. En la figura del n.° 275, supóngase AII= 5cm., AF =2 cm. 
KC = 6 cm., y hállese CG. 

2. En este cuadrado, PQ es II a AB. Si AB = 

10 cm., DB = 14,14 cm. Si DP = 3 cm., ^cuál es 
la longitud de DQ ? 

3. Los lados de un triángulo son respectiva- * 

mente 3, 4 y 5cm. Una paralela al lado de 4cm. corta el de 
3 cm. a 1 cm. del vértice del mayor ángulo. c 







Calcúlense los segmentos interceptados en el 
lado mayor. 

4 . Dos tablas de 30 cm. de ancho se ensam- 
blan en ángulo recto, como se indica aquí. A 
AB = 2,4 m., AC = 1,8 m., BC = 3 m. Se desea cortar las es* 
quinas según la línea de puntos. Hállese la longitud del corte, 
medida según esta línea, en cada una de las esquinas. 
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Peoposición X. Teorema 

276. Si una recta divicle dos lcidos de un triángulo 
en partes proporcionales , es paralela al tercer lado. 


A 



Sea ABC un triángulo en que EB: AE = FC: AF. 

Eemostrar que EF es II a BC. 

Demostración. Supòngase que EF no es II a BC. 

Siendo éste el caso, puede trazarse por E una paralela a BC. 


Sea EH esta paralela. 

Entonces se tendrá: 

AB :AE = AC : AH. X.° 274 

También se tiene: EB: AE = FC : AF. Por hipót. 

EB + AE:AE — FC + AF:AF } N.° 267 
osea, AB:AE = AC: AF\ K.° 52, 10.° 

.*. AC:AF= AC: AH. N.° 52, 8.° 

Como en esta proporción los antecedentes son iguales, los 
consecuentes deben serlo tambiéiì.; esto es, 

AF = AH. N.° 263 

.'. EF coincide con EH. N.° 53, L° 

(Por dos puntos puede pasar una recta, y sólo una.) 

Ahora bien, EH es II a BC. Por constr. 

.'. EF, que coincide con EH , es II a BC. l.c.d.d. 
Esta proposíción es Ia recíproca de la proposición IX. 
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277. División de una recta en segmentos. Si la recta AB se 
divide en dos segmentos AP, PB, de suerte que el punto de 
divisiòn P se halle entre los extremos A y B, se dioe que AB 
se ha dividido interiormente. Si se toma un punto P' en su 
prolongación, se dice que la recta se divide exteriormente en 
los segmentos AP', P'B. 

P' . ~A P ~B 

En ambos casos los segmentos son las distancias del punto de división 
a los extremos de la recta. Si la división es interna, la recta es igual - a 
la suma de los segmentos; si externa, a la diferencia. 

Supòngase que se desea dividir la recta A B interior y exterior- 
mente de snerte que los segmentos determinados por la división 
exterior estén entre sí en la relación de 3 a 5, y que los corres- 
pondientes determinados por la división interior estén en la 
misma relaciòn. 

.-.___ ■ ■ ■ i. 

P A P B 

Para esto se divide AB en (3 -f- 5) partes iguales, o sea en 8, 
y se toman 3 de A hacia B hasta P. Entonces, 

AP:PB = 3:5. (1) 

Luégo se divide AB en (5 — 3) partes iguales, o sea en 2, y se 
toman 3 de ellas en la prolongación de BA hasta P'. Entoncee 
se tendrá, como anteriormente: 

AP ': P'B = 3:5. (2) 

l)e (1) y (2) se deduce 

AP:PB = AP':P'B. 

278. División armónica. Dícese que una recta está dividida 
armónicamente cuando está dividida exterior e interiormente en 
segmentos proporcionales. 

En el caso anterior. la recta AB está dividida arinónicamente enPyP 
en la razón 3 • &• 
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Proposición XI. Teorema 

279. La bisectriz de un ángulo cucdquiera de un tridn- 
gulo divide el lado opuesto enpartes proporcionaíes a los 
otros (dos lados. 



Sea CM la bisectriz del ángulo C del triángulo ABC. 

Demostrar que AM: MB — CA : CB. 

Demostración. Trácese por A una II a MC. 

Esta II debe encontrar ia prolongación de BC, pues BC y MC 


no pueden ser ambas paralelas a una misma recta. K.° 94 
Sea E la intersección de la II y la prolongación de BC. 

Se tiene : AM : MB = EC: CB. N.° 273 

(Toda recta II a uno de los lados de un A divide los otros dos en 
partes proporcionales.) 

También, Z A CM = Z CA E, N.° 100 

Z MCB = Z .4 EC. N.° 102 

Como, según el supuesto, la recta CM es la bisectriz del 
ALACB, se tiene: 

ZACM = AMCB-, 

.’. ZCAE = Z.AEC-, N.°52,7.° 

.‘.EC=CA. N.° 76 

Peemplazando EC por CA, resulta: 

AM: MB = CA : CB (n.° 52, 8.° ï p.c.D.D 
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Proposicióx XII. Teorema 

280. La bisectriz de un ángulo externo cualquiera de 
un triángulo divide exteriormente el lado opuesto en 
segmentos proporcionales a los otros dos lados. 



Sean CM' la bisectriz del ángulo externo ECA del triángulo ABC, 
y M' el punto en que corta la prolongación de BA. 


Demostrar que AM': M'B = CA: CB. 

Demostración. Trácese AF II a M'C. 

A M': M'B = FC: CB. X.° 274 

(En el A BCM', AF es II a M'C.) 

También se tiene : A.ECM’ = Z CFA, N.° 102 

Z M'CA = ZFAC. N.° 100 

Además, Z ECM' = Z M'CA ; Por bipót. 

ZCFA = ZFAC; N.°52, 7.° 

CA = FC. N.° 76 


Reemplazando FC por CA en la proporción, resulta: 

AM': M'B = CA : CB (n.° 52, 8.°). l.c.d.d 
Discusión. (j Qué sucede si los lados CA j GB son iguales ? 

281. Corolario. La bisectriz de un ánçjulo cualquiera âe 
un triángulo y la del extemo suplementarìo de éste dividen 
el lado OTouesto a^ónicamente. 
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EJERCICIO 44 

1. En un triángulo ABC, AB = 6,5, C.4 = 6,BC= 7. Calcii 
iense los segmentos de AB determinados por la bisectriz del 
ángulo C. 

2. En un triángulo ABC, CA = 7,5, BC = 7, AB = 8. Cal* 
cúlense los segmentos de CA determinados por la bisectriz del 
ángulo B. 

3. Los lados de un triángulo son 12,16, 20. Calcúlense los 
segmentos determinados en los lados por 
las tres bisectrices. 

4. Si se trazan A'B', B’C', C'D', D'E', 

E'F' paralelas respectivamente a AB, 

BC, CD, DE, EF, y por F' se traza una 
paralela a FA, ^pasará por A'? 

5. Por un punto cualquiera 0 situado dentro del triángulo 
ABC se trazan OA, OB, OC, cuyos puntos medios respectivos son 
A', B', C'. Demuéstrese que Z.CBA = ZC'B'A'. 

6. Demuéstrese la proposicidn anterior suponiendo que 0 
es exterior al triángulo. 

7. Por un punto 0 interior a un cuadrilátero ABCD se trazan 
OA,OB, OC, OD, cuyos puntos medios respectivos son A ',B',C', D'. 
Demuéstrese que Z CBA = Z. C'B'A'. 

8. Si un péndulo oscila alrededor de 0, y corta dos paralelas 
en P y Q respectivainente, la razón OP:OQ es constante. 

9. Por un punto P se traza una recta que ccrta en X una 
recta dada. La recta PX se divide en Y de suerte que PY: YX 
es constante. Hállese el lugar geométrico de Y para todos los 
puntos X. 

10. En un triángulo ABC, se toman P y Q en CA y BC 
respectivamente de suerte que AP : PC = BQ : QC. Luégo se 
traza por A una paralela a PB, la cual corta la prolongaciôn de 
CB en R. Demuéstrese que CQ:CB = CB: CR. 
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282. Polígonos semejantes. Lláinanse polígonos szmejantes 
aquellos cuyos ángulos son iguales respectivamente y cuyos 
lados respectivos son proporcionales. 



Estos dos polígonos son semejantes si los ÁA, B, C, D, E son iguaìes 
respectivamente a los A', B', C', D', E', j si además 

AB-.A'B' = BC: 'BC' = CD : C'D' = DE.D'E' = EA : E'A'. 

283. Líneas homólogas. En dos polígonos semejantes se Ila- 
man líneas lioniólogas las que están semejantemente dispuestas 
con respecto á los ángulos iguales. 

En la fìgura anterior, AB es el liomólogo de A'B', CD el de C'D', etc. 

284. Razón de similitud. Llámase razón de similitud o razón 
de semejanza de dos polígonos semejantes la razón de dos lados 
homólogos cualesquiera. 

Las dos condiciones necesarias y sufìcientes para que dos 
polígonos sean semejantes son : 

1. a A cada ángiilo de cada poligono debe coi'responder en el 
otro vn ángulo igual. 

2. “ Los lados homólogos deben ser proporcionales. 

Por ejemplo, Q y Q' no son semejantes: pues, aunque los lados 
son pro]>orcionales, los ángulos no son respectivamente iguales. 
Tampoco lo son R y R\ porque, aunque los ángulos son respec- 
dvamente iguales, los lados no son proporcionales. 



/-7 



Q 

Ll_J 

R 


R' 


En los triángulos, cualquiera de las dos condiciones incluye 
la otra. 
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LIBRO III. GEOMETRÍA PLANA 


Proposición XIII. Teorema 


285. Si dos triángulos son mutuamentc equiángulos. t 
son semejantes. 



Sean ABC, A’B'C' dos triángulos en que los ángulos A, B, C son 
respectivamente iguales a los A', B', C’. 

Demostrar que los dos triángulos son semejantes. 
Demostración. Puesto que se supone que los triángulos son 


mutuamente equiángulos, basta probar que 

AB:A'B’ = AC:A'C' = BC:B’C’. N.° 282 

Colóquese el AA’B'C' sobre el ABC de suerte que el AC' 
coincida con su igual C } y sea PQ la posición de A'B'. 

Puesto que ACPQ=ZA, Por bipdt. 

PQ es II a AB ; N.° 103 

AC:PC = BC:QC-, N.° 274 

osea, AC:A'C' = BC:B'C'. N.° 52, 8.° 

De igual manera, colocando el AA'B'C' sobre el ABC de 
modo que los Á B' y B coincidan, se demuestra que 

AB:A’B' = AC:A'C' = BC:B'C'. N.°52, 7.° 
.'. los AABC y A'B'C' son semejantes (n.° 282). l.c.d.d. 


286. Corolario l.° Dos triángulos son semejantes si dos dm 
gulos del uno son respectivamente iguales a dos ángulos del otro. 

287. Corolario 2.° Dos tridngulos rectángulos son seme- 
jantes si tienen igual un dngulo agudo. 
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Proposición XIV. Teorema 

288 . Si dos triáìigulos tienen un ángulo igucd com* 
prendido entre lados proporcionales , los dos triánguios 
son semejantes. 



Sean ABC, A'B'C' dos triángulos en que Z.C—Z.C', y además 
CA:C’A' = CB:C'B'. 

Demostrar que los AABC y A'B’C’ son semejantes. 

Demostración. Colóquese el A A'B’C' sobre el A BC de suerte 
que el ZC’ coincida con su igual C. N.° 53, 5.° 

Sea PQC la nueva posición del A A'B'C' 


Ahora bien, 

CA _ CB 

C'A' ~ C'B' y 

Por hipòt. 


CA _ CB 

N.° 52, 8.° 

o sea, 

CP~ CQ' 

de donde 

CA — CP CB- CQ 

CP ~ CQ 9 

N.° 268 


PA _ QB m 


o sea, 

CP~ cq’ 



.*. PQ es II a AB, 

N.° 276 

y también 

Z CPQ =ZA, ZCQP = ZB ; 

N.° 102 


.'. el A PQC es semejante al ABC, 

N.° 285 

y, puesto que APQC = AA'B’C', 



el AA'B'C’ es semejante al ABC. 

L.C.D.D 
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LIBRO III. GEOMETRÍA PLANA 


Proposición XV. Teorema 

289. Si los tres lados de un triángido son resj)ectiva- 
'nente proporcionales a los de otro , los dos triángulos 
son semejantes. 

c 

A B 

Sean ABC, A'B'C’ dos triángulos en que 

AB : A'B’ =BC:B'C' = CA. C'A'. 

Demostrar que los AABC y A'B'C' son semejantes. 

Demostración. En CA tóinese CP igual a C'A'; y en CB. 
CQ igual a C'B'. 

Ahora bien, CA : C'A' = BC : B'C '; Por liipót. 

además, CP = C'A', 

CQ = C'B '; Por constr. 

. ’. CA : CP = Ctí: CQ. X.° 52, 8.° 

Los AABC y PQC tienen común el Z.C. 

.'. los AABC y PQC son semejantes; N.° 288 



CA.CP 

= A B 

PQ, 


N.° 282 

sea, 

CA : C'A' 

= AB 

PQ. 

N. 

.° 52, 8.° 

También, 

CA: C'A' 

= .1 B 

A'B '; 

Por hipót 


.*. AB:PQ 

— A B 

A'B'-, 

N, 

.° 52, 7.° 


.'. PQ 

= .i 'ir 



N.° 263 

Por tanto, 

A PQC 

= A.í 1 

'B'( 


N.° 80 

Como los A 

ABC , PQC son 

semejîi 

intes, f 

líguese <]iie 



los y A'B'C' son semejantes. 



l c.D.n 
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290 . Dos triángulos que tienen sus lados respectivar 
mente paralelos o perpendiculares son semejantes. 



íi 

Sean ABC, A'B'C' dos triángulos que tienen sus lados respecti- 
vamente paralelos; y DEF, D'E'F' dos triángulos que tienen sus 
bdos respectivamente perpendiculares. 

Demostrar: l.° que los A ABC y A'B' C’ son semejantes; 

2.° que los A DEF y D’E'F’ son semejantes. 
Demostración. l.° Piolónguense BC y AC hasta A'B'. 

AB =Zíc, Z.B' =Zx; N. 08 100,102 

Z.B —/-B'. N.° 52, T.° 

Asímismo, ZA—ZA' 

.*. los A ABC y A'B'C' son semejantes. N.° 286 

2.° Prolónguense DE y FD hasta sus intersecciones P, R con 
D'E', F'D'. ^ 

Los Áp y q del cuadrilátero E'QEP son rectos; Por hipót. 

.'. los ZfE' y PEQ son suplementarios. N.°144 
Además, los Ay y PEQ son suplementarios ; N.° 43 

.'. Zy — ZE'. N.°68 

Asímismo, Zx=ZD'. 

los A DEF y D'E'F' son semejantes (n.° 286). l.c.d.d 
Obsérvese que íos lados naralelos operpendiculares son lados homólogos. 
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LIBRO III. GEOMETRÍA PLANA 
Proposición XVII. Teorema 


291 . Los perimetros de dos polígonos semejantes son 
entre sí como dos lados homólogos cualesquiera. 


9 




Sean p y p’ los perímetros de los dos polígonos semejantes 
ABCDE , A’B'C’D’E'. 

Lemostrar que p : p' = AB: A’B’. 

AB BC CD DE EA 


Demostración. 


A'B’ B’C’ C’D’ D’E’ E’A’ 


o sea. 


. AB+ BC+CD + DE+ EA AB 
' ' A’B’ + B’C' + C’D’ + D’E’ + E’A’ ~ A'B’’ 
p :p' = AB :A’B’. 


N.° 282 
N.° 269 

L.C.D.D. 


EJERCICIO 45 

1. Las alturas homòlogas de dos triángulos semejantes son 
entre sí como los lados homólogos. 

2. La base de un triángulo es de 15 m., y la altura, de 7 m, 
La base homòloga de un triángulo semejante al primero es de 
3,75 m. Hállese la altura. 

3. Si tres trasversales concurrentes cortan dos paralelas, los 
segmentos interceptados en las paralelas son proporcionales. 

4. En el lado OX de un ángulo XOY se toma un punto cual- 
quiera P. Por él se traza PQ perpendicular a OY. Demuéstrese 
que, para todas las posiciones de P, las relaciones OP \PQ y 
PQ :OQ son constantas. 
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5. En el plano de nn terreno triangular cnyos lados son 
75, 60 y 50 m. respectivamente, el mayor lado se hace 5 cm 
l De qué longitnd deben hacerse los otros dos ? 


6. Esta figura representa una escala que se emplea a vecej. 
en dibujo. La distancia de 0 a 10 es de 
10 mm. Explíquese cómo pueden to- 
marse en el compás o marcarse sobre 
una línea distancias de 5, 1, 0,9, 0,5, 

1,5 mm. i Qué teorema se aplica aquí ? 

7. Esta figura representa un compás de propor- 
ción. Variando la posición del tornillo O a lo largo 
de las piernas, puede hacerse que las partes OA, OC 
y sus iguales correspondientes OB, OD estén en una 
relación dada cualquiera. Demuéstrese que los trián- 
gulos OAB, OCD son siempre semejantes. Si OA = 

6 cm. y OC = 12 cm., <? qué parte de CD es AB? 

8. Sean P un punto cualquiera y ABCD 
un polígono cuctlquiera. Tómese en PA un 
punto cualquiera A', y trácense A'B', B'C ', 

C'D' paralelas respectivamente a AB, BC, 

CD. Trácese D'A'. <; Son semejantes ABCD 
y A'B'CD'? <? Por qué ? 

9. Si dos círculos son tangentes exteriormente, las cuerda' 
determinadas por dos rectas trazadas por el punto de contacto 
son proporcionales. 



10. Si dos círculos son tangentes exteriormente, su tangente 
externa común es media proporcional entre los diámetros. 

11. Por un punto A de una circunferencia se trazan dos 
cuerdas AB, A C, y el diámetro AD. La tangente en D corta las 
prolongaciones de AB y AC en E y F. Los triángulos ABC, 
AEF son semejantes. 


12. Si AD, BE son dos alturas del triángulo ABC, los dos 
triángulos DEC y ABC son semejantes. 
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LIBRO III. GEOMETRÍA PLANA 
Proposición XYIII. Teorema 


292 . Si dos polígonos son semejantes , se pueden 
descomponer en un mismo número de triángulos seme- 
jantes semejantemente dispuestos. 


D 




Sean ABCDE, A'B'C'D'E' dos polígonos semejantes. 

Demostrar que estos dos polígonos pueden descomponerse en 
un mismo nûmerc de triángulos semejantes semejantemente 
dispuestos. 

Demostración. Trácense las diagonales lioinólogas DA, D'A' y 
DB, D'B'. 

Puesto que Z E = Z E', j DE : D'E' = EA : E'A ', N.° 282 


los A DEA, D'E'A' son seinejantes. N.° 288 
Asímismo lo son los A DBC, D'B'C'. 

Además, Z BAE — Z B'A’E', X.° 282 

Z DAE = Z D'A'E' ; N.° 282 

de donde, restando miembro a miembro, 

Z BAD = Z. B'A 'D'. N.° 52, l.° 

Ahora bien, DA : D'A' = EA: E'A', X.° 282 

AB : A'B' = EA : E'A '; X.° 282 

.*. DA:D'A' = AB: A’B'. N.° 52, T.° 


.*. los A DAB, D'A'B' son semejantes (n.° 288). l.c.d.d. 
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Proposición XIX. Teopema 

293 . Si dos polígonos pueden dividirse en un mismo 
número de triángulos semejantes semejantemente dis' 
puestos, los dos polígonos son semejantes. 

j) 



D' 



Sean ABCDE, A’B'C'D'E' dos polígonos en que los triángulos 
DEA, DAB, DBC son respectivamente semejantes a los D'E'A', 
D'A'B', D'B'C ', y están semejantemente dispuestos. 

Demostrar que ABCDE es semejante a A'B'C'D'E'. 


Demostración. 

ZE = Z.E’, 

ZDAE = ZD'A'E', 



ZBAD = ZB'A'D’. 

N.° 282 

Sumando: 

Análogamente, 

Z BA E = Z B'A ’E'. 

N.° 52, l.° 

ZCBA 

= ZC'B'A', ZEDC = E'D'C'. 


También, 

ZC = ZC. 

X.° 282 


Los dos polígonos son pues mutuamente equiángulos. 

DE EA _ DA __ AB __ DB BC CD 
D'E' ~ E'A'~ D'A'~A'B'~ D'B' ~ B'C' ~ C'D 1 ’ * ' ' " 
Así pues, los dos polígonos tienen sus ángulos respectiva- 
mente iguales, y sus lados homólogos son proporcionales. 
Luego los dos polígonos son semejantes (n.°282). l.c.d.d 
Esta proposición es la recíproca de la XVIII. 





174 LIBRO III. GEOMETRÍA PLANA 

Proposición XX. Teorema 

294. Si dél vértice dél ángulo recto de un triángulo 
rectángulo se traza una perpendicular a la hipotenusa , 

1. ° Los triángulos así formados son semejantes entre 
sí y al triángulo dado ; 

2. ° La perpendicular es media proporcionál entre los 
dos segmentos de la hipotenusa ; 

3. ° Cada cateto es medio proporcioncd entre la hipote-* 
uusa y él segmento adyacente al cateto. 


c 



A F B 


Sea ABC un triángulo rectángulo en que CF es perpendicular a la 
hipotenusa AB. 

1. ° Lemostrar que los tres tridngulos BCA , CFA, BFC son 
semejantes. 

Demostración. E1 Z.BAC es común a los A rectángulos CFA f 
BCA ; luego estos dos A son semejantes. N.° 287 

Puesto que el Z.CBA es común a los A rectángulos BFC, 
CBA, estos dos A son semejantes. N.° 287 

Puesto que los triángulos CFA,.BFC son semejantes al BCA, 
sus ángulos son respectivamente iguales. N.° 282 

Luego los A CFA, BFC son semejantes (n.° 285). l.c.d.d. 

2. ° Bemosirar que AF : CF = CF : FB. 

Demostración. En los A semejantes CFA, BFC , 

AF : CF = CF : FB (n.° 282). 


L.C.D.IX 
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3. Demostrar que AB : AC = AC : AF 
y que asímismo AB : BC — BC: BF. 

Demostración. En los A semejantes BCA, CFA, 

AB:AC = AC:AF, N°. 282 

y en los BCA, BFC, 

AB : BC = BC : BF (n.° 282). l.c.d.d. 


295. Corolario l.° Los cuadrados de los catetos son pro- 
porcionales a los segmentos adyacentes de la hipotenusa. 

De las proporciones del n.° 294, 3.°, se deduce (n.° 261) 


de donde 


AC 2 = AB x AF, 
tìC 2 — Alí x BF; 

ÂC 2 _ AB x AF _ AF 
VC* ~ Atì x BF ~~ BF 


296. Corolario 2.° El cuadrado de la hipotenusa es al 
cuadrado de un cateto como la hipotenusa es al segmento ad- 
yacente a ese cateto. 

Se tiene : AB 2 = Atì x Atì, Definición 

ÂC 2 = AtìxAF; N.°295 

Âïf _ AB x AB __ AB N 0 52 2 0 

JC 2 ~ Atì x AF “ AF' 


297. Corolario 3.° La perpendicular bajada de un punto 
cualquiera de una circunferencia a un diámetro es media propor- 
cional entre los dos segmentos del didmetro. 

298. Corolario 4.° Si de unpunto cual- 
quiera de una circunferencia se traza una 
perpendicular a un didmetro, la cuerda que 
va de ese punto a un extremo del didmetro es media propor 
cional entre el didmetro y el segmento adyacente a la cuerdcu 
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EJERCICIO 46 


1. Los perímetros de dos polígonos semejantes son 18 y 
14 m. Si uno de los lados del uno es de 3 m., ^cuál es el largo 
de su homólogo en el otro ? 

2. En dos triángulos semejantes ABC, A'B'C', AB = 6 m., 
BC = 7 m., CA = 8 m., A'B' = 9 m. Calcúlense B'C', C'A'. 

3. Las bases homólogas de dos triángulos semejantes son 
11 y 13 cm. Si la altura del uno es 6 cm., ^ cuál es la del otro ? 

4. E1 perímetro de un triángulo equilátero es 51 cm. Hállese 
el lado de un triángulo equilátero cuya altura sea la mitad de la 
del anterior. 

5. Los lados de ud. polígono son 2, 2,5, 3,25, 3 y 5 cm. Há- 
llese el perímetro de uno semejante cuyo lado mayor es de 7 cm. 

6. E1 perímetro de un triángulo isósceles es 13, y la rela- 
ción entre uno de los lados iguales y la base es 1§. Hállense 
los tres lados. 

7. E1 perímetro de un rectángulo es 48, y dos lados adya- 
centes están en la relación de 5 a 7. Hállense los lados. 

8. Si se dibuja en escala de 1:100.000 un terreno rectan- 
gular de 40 km. de largo y 15 de ancho, ^cuáles son las longi- 
tudes de los lados en el plano ? 

9. Dos círculos son tangentes en P. Por P se trazan rectas 
que encuentran una de las circunferencias en A, B, C, j laotra 
en A', B', C'. Los triángulos ABC, A'B'C' son semejantes. 

10. Si dos círculos son tangentes interiormente, el menoi 
divide proporcionalmente las cuerdas del mayor trazadas poi 
el punto de contacto. 

11. E1 producto de las diagonales de un cuadrilátero inscrito 
es igual a la suma de los productos de los lados 


Trácese DE de suerte que Z EDC = Z ADB. Los 
&.ABD j ECD, y los BCD y AED, son semejantes. 


opuestos. 



B 
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Peoposición XXI. Teorema 


299. Si clos cuerdcis se cortan dentro de un círculo, el 
producto de los dos segmentos de la una es igual al de 
ios dos de la otra. 



Sean AB, CD dos cuerdas que se cortan en P. 

Demostrar que PA X PB — PC X PD. 

Demostración. Trácense A C, BD. 

Ahora bien, Za=Z«'. N.° 214 

(Cada uno de estos ángulos tiene por medida | arco BC.) 
Asíinismo, Zc = Zc'; X.° 214 


los A CPA, BPD son semejantes; 
.'. PA :PD = PC: PB. 

.*. PaxPB = PC XPD (n.° 261). 


N.° 286 
N.° 282 


L.C.D.D. 


300. Corolaiuo. Si dos cìierdas se cortan dentro dc un 
círculo, los dos segmentos que comprenden uno cualquiera de los 
cuatro ángulos asî formados son inversamente proporcionales a 
los que comprenden el ángido opuesto por el vértice al primero. 

Esto significa que, por ejemplo, la razón PA: PD es igual a PC : PB, 
como se ve en el número anterior. 

301. Secante a un círculo. Cuando se habla de la secante tra- 
zada a un círculo de un punto exterior, se entiende de ordinario 
la parte de la secante comprendida entre ese punto y el scgundo 
en que la secante encuentra la circunferencia. 
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Proposición XXII. Teorema 

302. Si de un punto exterior a un círculo se trazan a 
él una secante y una tangente , la tangente es media pro- 
porcional entre la secante y su jparte externa. 



Sean AC una secante y AD una tangente trazadas por A al 
círculo CBD. 

Bemostrar que AC: AD = AD: AB. 

Demostración. Trácense DC, DB. 

Ahora bien, /c tiene por medida £ arco BD, N.° 214 

Zc' tiene por medida \ arco BD ; N.° 220 

/. z.c = Zc'. 

En los A ADC, ABD, 

/c=/c K , 

.*. estos triángulos son semejantes. N.°286 

AC:AD=AD:AB (n.° 282). l.c.d.d. 

303. Corolario. Si de un punto exterior a un círculo se 
traza a él una secante, el producto de la secante y su parte 
extema es constante. 

Setiene: AC :AD = AD :AB ; N.°302 

.-. AC x AB = Â&. N.°261 

Puesto aue AD es constante (n.° 192), AC x AB también lo es. 





RELACIONES NUMÉEICAS 


179 


Proposición XXIII. Teorema 

304. El cuadrado de la bisectriz de un ángulo cucît' 
quiera de un triángulo es igual cd producto de los lados 
del ángulo menos él producto de los segmentos deter• 
minados por la bisectriz en él lado opuesto. 



Sea CP la bisectriz del ángulo C del triángulo ABC. 

Demostrar que CP 2 = CAy.BC — AP X PB. 

Demostración. Sea BCA D el O circunscrito dlAABC. N.° 240 


Prolónguese CP hasta D, j trácese BD. 

En los ABCD, PCA, Zm= Zm', Por hipót. 

Za'=Za. N.® 214 

(Estos dos ángulos tienenpor medida jarco BC.) 

.’. los ABCD, PCA son semejantes; N.° 286 
CD:CA=BC :CP ; N.° 282 

CA x BC = CD x CP N.° 261 

= (CP + PD ) x CP N.° 52, 8.° 

= CP 2 + CP X PD. 

Ahora bien, CPyPD = APyPB-, K° 299 

.*. CA yBC = CP*+APyPB-, K°52,8.° 


dedonde CP 2 = CA x BC- AP x PB (n.°52,l.°). l.c.d.d. 

Este teorema sirve para calcular las bisectrices de los ángulos de un 
triángulo cuando se conocen los lados. Sin embargo, no es de aplicación 
trecuente, y puede suprimirse si se quiere. 
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Phoposición XXIV. Teorema 

305. JEn todo triángnlo, el producto de dos lados cuor 
lesquiera es igual al producto del diámetro del círculo 
circunscrito por la altura del triángulo, tomando el 
tercer lado por base. 



Sean ACBD el círculo circunscrito al triángulo ABC, CD el 
diámetro del círculo, AB la base del triángulo, y CP la altura 
correspondiente a la base AB. 

Demostrar que GA xBC— CD x CP. 

Demostraeión. Trácese BD. 

En los A APC, DBC, 

Z CPA = 1 rt., Por hipót. 

Z CBD = 1 rt., N.° 215 

Z« = Z a'. N.° 214 

(Ambos tienenpor medida J arco BC.) 

.'. los A APC y DBC son seinejantes ; N.° 287 

.’. CA: CD = CP:BC; N.° 282 

de donde 

CA x BC = CD x CP (n.° 261). l.c.d.d 

Como el anterior, este teorema tiene poca aplicación, y no entra para 
nada en las demostraciones subsiguientes. Puede pues suprimirse si se 
desea. Los dos teoremas son, sin embargo, ejercicios muy instructivos 
en la teoría de las proporciones y de los triángulos semejantes, y así se 
aconseja al alumno que por lo menos los lea. 
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EJERCICIO 47 

1. Las tangentes trazadas a dos círculos que se cortan de 
cualquier punto tomado en la prolongación de su cuerda común 
'ion iguales. 

2. La cuerda común prolongada de dos círculos que se cortan 
bisecta sus tangentes comunes. 

3. Si dos círculos son tangentes exteriormente, su tangente 
interior común bisecta las tangentes comunes exteriores. 

4. Si una recta trazada por uno de los vértices de un trián- 
gulo divide el lado opuesto en partes proporcionales a los otros 
dos, la recta es la bisectriz del ángulo de ese vértice. 

5. Las cuerdas comunes a tres círculos que se cortan son 
concurrentes. 

Supóngase que A B y CD se cortan en 0. Trácese 
i?0, y supóngase que su prolongación encuentra las 
inismas circunferencias en dos puntos P y Q. De- 
muéstrese que OP = OQ (n.° 299), y que por tanto 
P y Q coinciden. 

6. E1 cuadrado de la bisectriz de un ángulo externo de un 
triángulo es igual al producto de los segmentos que la bisectriz 
determina en el lado opuesto, menos el producto 
de los otros dos lados. 

Sea CD la bisectriz del Z BCH. Demuéstrese que los 
&ADC, FBG son semejantes. (Aplíquese el n.°303.) 

7. Si la línea de los centros de dos circunferencias las corta 
consecutivamente en A , B, C, D, y encuentra en P una de sus 
tangentes externas comunes, PA X PD = PB X PC. 

8. Por el punto P del ejercicio anterior se traza una secante 
que corta las circunferencias en E, F, G, H. Demuéstrese que 
PE X PII = PF X PG. 

Trácense radios a los puntos de contacto, y a E, F, C, H ; y también Jî 
a PH de los oentros de los ©. Resultan varios triángulos semejantes. 
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Proposición XXV. Problema 

306. Dividir una recta dada en partes proporcionales 
a otras rectas dadas. 

A M' N' B 

\\ \ \ \ 

\ \ \ 

\ \ 


n ''\ \ 


•V. 




Sean AB, m, n y p las rectas dadas. 

Se desea dividir AB en partes proporcionales a m, n, p. 
Construcción. Trácese una recta cualquiera AX. 

En AX háganse AM=m, MN = n, NP = p. 

Trácese BP. 

Por N trácese NN' II a PB, 

j por M, MM' II a PB. X.° 233 

M' j N' son los puntos de divisiòn buscados. 
Demostración. Trácese por A una II a PB. N.° 233 

Entonces se tendrán las igualdades, 

AM' _ M'N' _ N^B 
AM ~ MN ~ NP' 
d, reemplazando A M, MN, NP por m, n,p, 

AM' M'N' XPB 
P 

que son las relaciones pedidas. l.c.d.d. 

E1 mismo método se aplica evidentemente a la división de una recta 
en cualquier otro número de partes proporcionales a rectas dadas 


N.° 275 


=-» X.°52,8.° 
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Proposición XXVI. Problema 

307. Hallar la cuartaproporcional de tres rectas dadas, 

_ n_ _ C _ 



Sean m, n, p las tres rectas dadas. 

Se desea hallar la cuarta proporcional de m, n y p. 

Construcción. Trácense dos rectas concurrentes cualesquiera 
AX, A Y. 

En AX tómense AB = m, BC = n\ 
y en AY tómese AD — p. 

Trácese BD. 

Por C trácese CE II a BD. N.° 233 

DE es la cuarta proporcional buscada. 

Demostración. Se tiene la proporción 

AB-.BC = AD .DE. N.° 273 

Reemplazando AB, BC, AD por sus iguales m, n,p, respectiva- 
mente, resulta: 

m:n= p: DE. X.° 52, 8.° 

Así pues, DE es la cuarta proporcional de las tres rectas 
dadas m, n, p. l.c.d.d. 

308. Corolario. Hallar la tercera proporcional de dos rec - 
tas dadas. 

Éste es un caso especial del anterior. Aquí las rectas dadas son m, n, 
n en lugar de m, n, j). 
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Proposición XXVIT. Problema 


309. Hallar la media proporcionat de dos rectas 
dadas . 



Sean m y n las dos rectas dadas. 

Se desea liallar la media proporcional de m y n. 

Construcción. Trácese una recta cualquiera AE, y en elîa 
tómense, a partir de un punto cualquiera A, los segmentos A C 
y CB iguales respectivamente a las dos rectas dadas m y n. 

Sobre AB como diámetro descríbase una semicircunferencia. 

Levántese en C una perpendicular a AB, y sea 11 su inter- 
sección con la semicircunferencia. X.° 228 

La recta CII es la media proporcional buscada. 

Demostración. Se tiene la proporción 

A C : CII — CH : CB, N.° 297 

o, reemplazando AC y CB por sus iguales m y n , 

m\CH = CH:n. l.c.d.d. 

310. Media y extrema razón. Dícese que una recta está divi- 
dida en media y extrema rat:ón, o en medio y extremo, cuando 
está dividida en dos segmentos tales que el uno es medio pro- 
porcional entre la recta entera y el otro segmento. 

La relación entre la recta y los dos segmentos puede expresarse algé- 
bricamente así: 

a : x = x : a — x, y x 2 = a(a — x), 

representando por a la recta entera y por x uno de los dos seginentos. 
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Peoposición XXVIII. Problema 
311 Dividir una recta dada en media y extrema razón 


/ 




c'. - 


B 


Sea AB la recta dada. 

Se desea dividir AB en media y extrema razón. 

Construcción. Trácese por el extremo B la perpendieular BE 
igual a l A B. N.° 228 

Haciendo centro en el punto E, trácese una circunferencia 

de radio EB. _ , 

Traeese la secante AFEG. 

Háganse AC = AF, y, en la prolongaciòn de BA, AC' = AG. 
AB queda aividida interiormente en C, y exteriormente en 
C', en media y extrema razón. 

Demostración. AG:AB = AB:A F. N.° 302 

AB:AG = AF:AB: N.°266 


Luego (n.° 2681 
AG-AB-.AB * 

= AB — AF:AF ; 
A G - FG : .1 B 

= AB-AC:AC ; 
.*. AC:AB= CB:AC: 

.’. AB-.AC = AC:CB, 
según el n.° 266. l.c d.d. 


.'. A B + A G : .1 G 

= A /'’4- A B: AB\ 
.-. AB + AC':A C' 

= AF+FG:AS ; 
.*. C'B:AC' = AC':AB; 
.\AB:AC' = AC':C'B, 
según los n.^261,264. l.c.d.d. 
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Proposición XXIX. Problema 

312. Sobre una recta dada, considerada como homô- 
loga de un lado dado de un poligono dado, construïr 
nn polígono semejante al dado. 



Sea A'B' una recta considerada como lado homólogo del AB del 
polígono ABCDE. 

Se desea construír sobre A’B' vn poligono semejante a 
ABCDE. 

Construcción. Trácense las diagonales AD, AC. 

Por A' trácense A'X, A'Y, A'Z que fonnen ángulos x', y', z' 
;guales respectivamente a x, y, z. N.° 232 

Por B' trácese una recta tal que Z.B' sea igual a ZB. Sea C' 
su intersección con A'X. 

Por C' trácese una recta tal que ZD'C'B' sea igual a Z.DCB. 
Sea D' su intersección con A' Y. 

Por D' trácese una recta tal que Z E’D'C' sea igual a Z EDC. 
Sea E' su intersección con A'Z. 

E1 polígono A'B'C'D'E' determinado por estas rectas es el 
polígono buscado. 

Demostración. Los AABC y A’B'C', ACD y A'C'D', ADE y 
A 'D'E' son semejantes. K.° 286 

Luego los dos polígonos son semejantes (n.° 293). l.c.d.d. 
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EJERCICIO 48 

1. Sean a y b dos rectas dadas. Constrúyase una recta que 
represente Vzô. Aplíquese la construcción al caso en que las 
longitudes de a y b son 2 y 3 respeetivamente. 

2. Se an m y n dos rectas dadas. Constrúyase otra que sea 
igual a V2 mn. 

3. Hállese por construcción y calcúlese por aritmética la 
tercera proporcional de dos rectas de 3 y 4 cm. 

4. Hállese por construcciòn y calcúlese la tercera propor- 
cional de dos rectas de 8 y 6 cm. 

5. Hállese por construcción y también por el cálculo la 
euarta proporcional de tres rectas de 3,7, 6 y 6,7 cm. 

6. Hállese por construcciòn y por el cálculo la media pro- 
porcional de dos rectas de 3,6 y 8,1 cm. 

7. Hállese Vò por construcciòn. Mídase la recta así obte- 
nida, y véase si el resultado es aproximadamente el que da el 
cálculo. 

8. Un mapa está dibujado según escala de 2 mm. por mi- 
riámetro. ^Cuál es la distancia real de dos puntos que en el 
mapa distan 28,4 mm. ? 

9. Constrúyase y calcúlese la tercera proporcional de dos 
rectas de 2,8 cm. y 5,5 cm. 

10. Divídase una recta de 5 cm. en medio y extremo. Mídanse 
los segmentos y verifíquense los resultados aproximadamente 
por el cálculo. 

11. Divídase una reeta de 85 mm. en medio y extremo 
Mídanse los segmentos y verifíquense los resultados aproxi 
madamente por el cálculo. 

12. Divídase una recta de 40 mm. en medio y extremo. 
Midanse los segmentos y verifíquense los resultados aproxr 
madamente por el cálculo. 







188 - LIBRO III. GEOMETRlA PLANA 


13. Pct un punto P interior a un círculo, trazai una cuerda 
AB tal que AP-.BP sea igual a la razón dada 
m: n. 

Trácese OPC de suerte que OP-.PC — n:m, j 
luégo CA igual a la cuarta proporcional de n, m j 
el radio. 



14. Trazar dos rectas que formen un ángulo de 60°, y todos 
los círculos de 15 mm. de radio tangentes a la vez a las dos 
rectas. 


15. Por un punto P del arco A PB, trazar una. 
cuerda cuyo punto medio quede en la AB. 

Tómese en el radio OP la distancia CA> = CP. Trá- 
cese DE II a BA. 



16. Construír dos círculos de 15 y 30 mm. de radio respec- 
tivamente y tangentes entre sí exteriormente, y luégo otro 
que sea tangente a ambos y los encierre, y cuyo radio sea 
de 90 mm. 

17. Por un punto P exterior a un círculo, 
trazar una secante PAB tal que PA :AB = 
m : n, siendo m y n dos rectas dadas. 

Trácese la tangente PC. Háganse PD: DC = 
m:n,j PA.PG = PD:PA. 



18. Por un punto P exterior a un círculo, 
trazar una secante PAB tal que AB 2 — 
PA x PB. 

19. Dado un triángulo ABC, describir una 
circunferencia que sea tangente a AB en A y 



pase por C. 

20. Trazar por uno de los puntos de in- 
tersecciòn de dos circunferencias una recta 
tal que las dos cuerdas que determine estés 
en ia razón dada m : n. 
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21. Por un punto distante 1 cm. del centro de un círculo de 
3 cm. de radio se trazan cuerdas. i Cuál es el producto de los 
dos segmentos de cada cuerda? 

22. Una cuerda Afí de 3 cm. se prolonga por B hasta P, do 
suerte que BP = 6 cm. Determínese la longitud de la tangente 
trazada por P. 

23. Las rectas AB, CD se cortan en 0. ^Cómo puede averi 
guarse, midiendo OA, OB, OC, OD. si A, B, C, D están sobre 
ana circunferencia? 

24. Esta figura representa un instrumento empleado para 
determinar el centro de placas circulares y secciones rectas de 
la inisma forrna. La regla OC bisecta 
el ángulo A OB, y A 0 = Ofí. Demués- 
trese que, si A y B se apoyan en la 
circunferencia, OC pasa por el centro, c 
el cual puede determinarse trazando 
dos rectas. 

25. Si tres círculos son tangentes exteriormente, las tan- 
gentes trazadas por los puntos de contacto pasan por el centrc 
del círculo inscrito en el triángulo formado por las líneas de 
los centros. 

26. ABC es un triángulo isósceles rectángulo en C, y AC = 
10 cm, Haciendo centro en d se describe un círculo de 5 cm. 
de radio. Describir un círeulo tangente al primero y al cateto 
BC en B. 

27. Hállese el centro de un círculo de 15 mm. de radio tan- 
gente interiormente á otro de 00 mm. de radio, y también a 
un diámetro dado del último. 

28. Inscribir en un círculo dado un triángulo semejante a un 
triángulo dado. 

29. Trazar dos rectas, conociendo su suma y la razón de la 
una a la otra. 
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EJERCICIO 49 

ClJESTIONARIO DE REPASO 

1. Defíiianse razón j proporción. 

2. Dada la proporción a: b = c: d, escríbanse otras cuatro 
que contengan a, b, c y d. 

3. Si a:b = c:d, ^es siempre cierto que a+l:b+l = c:d? 
I Puede ser esto cierto ? 

4. i Qué es división armónica de una recta ? i Qué bisectrices 
de los ángulos de un triángulo dividen uno de los lados, y cuál, 
armónicamente ? 

5. ^Cuáles son las condiciones de semejanza de dos polí- 
gonos ? 

6. <?Son siempre semejantes dos polígonos mutuamente 
equiángulos ? <; Dos triángulos ? 

7. <;Son semejantes dos triángulos cuyos lados son propor- 
cionales ? ^ Lo son siempre dos polígonos ? 

8. ^Son semejantes dos triángulos cuyos lados son respec- 
tivamente paralelos ? <; Lo son siempre dos poiígonos ? 

9. <;Son semejantes dos triángulos cuyos lados son respec- 
tivamente perpendiculaves ? <; Dos polígonos ? 

10. <; A qué son proporcionales los perímetros de dos polí- 
gonos semejantes ? Dénse dos respuestas. 

11. Enúnciense tres teoremas relativos a la perpendicular 
trazada a la hipotenusa por el vértice del ángulo opuesto. 

12. Si dos secantes se cortan dentro o fuera de un círculo o 
en la circunferencia, <; a qué propiedad geométrica dan lugar ? 

13. Dígase cómo puede dividirse una recta dada en siete 
partes iguales. 

Î4. Explíquese ei moao de hallar por construcción la raí? 
cuadrada de 7. 
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ÁREA DE LOS POLÍGONOS 


313. Unidad de superficie. Llámase unidad de superficie , C 
unidad superficial, la superfìcie de una figura tomada como uni- 
dad para medir la superficie de otras. Por lo común, la unidad 
de superficie es la superficie de un cuadrado cuyo lado es igual a 
la unidad de longitud. 

Si la unidad de longitud es el metro, la correspondiente de superficie 
es el metro cuadrado , que es un cuadrado cuyo lado es de 1 metro. Si la 
unidad de longitud es el centímetro, la correspondiente de superficie, el 
centímetro cuadrado , es un cuadrado cuyo lado es 1 centímetro. Las expre- 
siones metro cuadrado , centímetro cuadrado se abrevian así respectivamente: 
m. 2 , cm. 2 , o así: m.c., cm.c. Cosa análoga se aplica a otras unidades. 

314. Area de una superficie. Llámase área de una superficie 
la medida de esa superficie en unidades superficiales. 

Cuando se dice, por ejemplo, que el área de un cuarto es de 30 m. 2 , 
quiere decirse que su superficie contiene 30 veces la de 1 m. 2 

Las áreas se obtienen siempre multiplicando las longitudes de dos 
iíneas. Si estas longitudes se expresan en metros, el producto da el área 
en metros cuadrados; si en centímetros, en centímetros cuadrados; y así 
de otras unidades. 

315. Figuras equivalentes. Llámanse figuras equivalentes las 
que tienen una misma área. 

Es claro que dos figuras iguales son también equivalentes. Pero dos 
figuras pueden ser equivalentes sin ser iguales. Un triángulo, por ejemplo, 
pnede ser equivalente a un rectángulo o a un círculo. Algunos autores 
emplean algún signo especial, como =°=, para indicar equivalencia. Sin 
embargo, el sig'io igual puede emplearse para el mismo objeto, pues las 
circunstancias dan siempre a conocer de qué se trata. Cuando se trata 
de áreas. el nombre de una figura se refiere al área. 

1P7 
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Piïoposición I. Teohema 

316. Dos rectâagulos de una misma altura son entre 
sï como sus bases. 


! i— 
i i ! 

i l i 

- ■ > l I 

0 D 


i i | | i | 

! ! i 1 ' 

■ i i 

i i ; 

! ! i | 

X 

Jì A 
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Sean ÁC, AF dos rectángulos de igual altura AD. 

Demostrar que □ AC : □ AF — AB: AE. 

Caso l.° Cuando AB y AE son conmensurables. 

Demostración. Sea AX una medida comón de AB j AE, y 
supóngase que AB j AE la contienen m j n veces respecti- 
vamente. 

Entonces se tendrá: AB:AE — m:n. 

Divídanse AB j A E en partes iguales a AX, j en los puntos 
de división levántense Js. 

Estas Js son J§ a DC j DF , N.° 97 

j son además iguales. N.° 128 

Puesto que a cada división corresponde un rectángulo, 

□ A C queda dividido en m rectángulos, 
y asímismo □ .1 F queda dividido en n rectángulos. 

Todos estos rectángulos son iguales, pues tienen bases iguales 
j alturas iguales; N.° 133 

.*. □.! C: □ . 1 F = m:n , 
y, puesto que m :n = AB : A K , 

A C:\3AF = AB:AE (n.° 52 , 7 .°). l.c.d.d 

Para los flnes prácticos, en que las dimensioncs se exprcsan aproxi- 
madamente en números eonmensurables, la demostración anterior basta 
Sin embargo, el rigor geométrico exige que se trate el otro caso. 














ÁREA DE LOS POLÍGONOS 


193 


Oaso 2.° Cuando AB y AE son inconmensurables. 



Demostración. Divídase AE en un número cualquiera de 
partes iguales, y tómense consecutivamente sobre A B tantas de 
ellas coino sea posible. 

Puesto que AB y AE son inconmensurables, habrá en AB un 
residuo PB, menor que una de las partes. Trácese PQ _L a AB. 

□ -1Q : □ AF = AP : AE. Caso l.° 


Aumentando el número de partes iguales en que se divide AE, 
la longitud de cada parte se disminuye, y por tanto PB puede 
hacerse menor que cualquier cantidad dada, por pequena que sea. 

Àsí pues PB tiende hacia el límite cero a medida que se 
aumenta el número de partes, y al mismo tiempo □ PC tiende 
hacia cero. 

Por tanto AP tiende hacia el límite AB, y □ .1 Q tiende hacia 
el límite □ A C. Luego 

la variable ~p tiende liacia > 

, . .. □J(2,. , . . □ AC 

la variable —-tiende hacua —- 

I_ \AF □ /1 F 

T y AP . . , UAQ , . ,. , 

Pero -pp permanece siempre igual a ^ cuando AP tiende 

hacia el límite A B ; luego 


OAC 

□ .1 


AB 
A E 


(n.° 207). 


l.c.d.d 


317. (’orolaiuo. Dos rectángulos de una mzsma base son 
entre sí como sus alturas. 















194 


LIBRO IV. GEOMETRÍA PLANA 


Proposición II. Teorema 

318. Dos rectdngulos son entre sí como los productos 
de las bases jjor las alturas respectivas. 








i “i 

d 

R' 

i 
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b' 
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Entonces, 


K.° 317 


K° 316 


Sean R, R' dos rectángulos en que los valores numéricos de las 
bases y alturas son b y b', a y a' respectivamente. 

Demostrar que R: R' = ab : a'b'. 

Demostración. Constrúyase el rectángulo S de base b y altura a'. 
R _ a 
S~â' f 
S__b_ 

R'~ b r 

Puesto que R, R', S' representan áreas, o sea valores numé- 
ricos, estas dos proporciones pueden multiplicarse miembro a 
miembro (n.° 272), lo que da 

R ab 

- 77 , = ~rrr l.c.d.d. 

R ab 

319. Producto de rectas. Cuando se habla del producto de las 
rectas a y b se trata del producto de los números que expresan 
los valores numéricos de estas rectas. Puede, 
sin embargo, concebirse una recta como el pro- ~ & 

dueto de otras dos, si se cambia la definición 
de la multiplicaciòn. Así, en esta figura, en 
que dos trasversales concurrentes cortan dos paralelas, se tiene: 
1 :a = b:x, x = ab. Del mismo modo puede liallarse xc, o sea, 
el producto obc de tres rectas a. b, o 
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Proposición III. Teorema 

320. El área de un rectángulo es igual al producto de 
la base por la altura. 



Sea R un rectángulo en que la base y la altura están numérica- 
mente expresadas por b y a respectivamente. 

Demostrar que drea R = ab. 

Demostración. Sea U la unidad de superficie. K.° 313 

Entonces se tendrá: 

f = ïfï =aJ - N -° 318 

Ahora bíen, — expresa el número de unidades superficiales 
contenidas en R, o sea el área dè R. Luego 

área R — ab. l.c.d.d. 

321. Ejemplo. Cuando la base y la altura contienen la unidad 
de longitud un número exacto de veces, esta proposición puede 
hacerse evidente a la vista dividiendo el rectángulo en cuadrados 
iguales a la unidad superficial. 

Por ejemplo, si la base contiene 7 y la- 

altura 4 uni<lades lineales, el rectángulo 
puede dividirse en 28 cuadrados iguales. 

Hácese esto dividiendo la base en 7partes- 

iguales y la altura en 4, y trazando para- 
lelas a los lados por los puntos de división, 

como se ve en la figura. Según queda dicho, en la práctica los lados se 
eunonen siempre conmensurables. 
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EJERCICIO 50 

1 . E1 perímetro de un rectángulo y el de un cuadrado son 
de 144 m., y el largo del rectángulo es 5 veces el ancho. Com- 
párense las dos áreas. 

2 . Si la escala de un plano es de 2 mm. por km., <?cuál es 
el área en hectáreas de una parte representada en el mapa por 
un cuadrado de 3,o nnn. por lado ? 

3 . Deténninese la relaciòn entre las áreas de dos terrenos 
rectangulares de los cuales el uno tiene 125 m. de largo y 20 de 
anelio, y el otro 7 y 3,5 decáinetros, respectivamente. 

4. Determínese el área de una acera de 1,5 m. de ancho que 

rodea un espaciò rectangular de 15 metros de largo por 10 de 
ancho. Hágase un dibujo según escala. yp 

5. Hállese el áreade la sección del hierro en án- 

gulo aquí representado. Las diinensiones indicadas 
están en milímetros. E1 espesor es de 8 mm. 55 —h 

6. <? Cuál es el perímetro de un cuadrado de 2,5 hectáreas ? 

7- Una máquina de pulir liierro pule en 1 min. una tira de 

12 cm. de ancho y 5 m. de largo. <? En cuánto tiempo pulirá 
unr. plancha de 2 m. de ancho y 8 de largo ? 

8. <? Cuántas baldosas, cada una de 20 cm. en cuadro, se 
necesitan para cubrir un piso de 7,4 m. de largo por 4,8 de ancho? 

9. ^Cuáles son los lados de un rectángulo cuya área es de 
48 cm. 2 y cuyo largo es 3 veces el ancho ? 

10. ^Cuál es el área de un rectángulo cuyo períinetro es de 
30 111 . y la base de 24 ? 

11. De dos lados adyacentes de un terreno rectangular de 
100 m. de largo por 75 de ancho se sustrae lo necesario para un 
camino de 6 m. de ancho. ^Cuántas heetáreas se sustraen ? 

12. De un extremo de una placa rectangular de 25 cm. de 
longitud se corta una cuadrada, y guedan 156,25 cm. 2 Hállese 
el anclio 
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Proposición IV. Teorema 

322. El ârea de un paralelogramo es igual al pro< 
ducto de la base por la altura. 



Demostrar que □ ABCD = ab. 

Demostración. De B bájese una perpendicular BX aCDoa 
su proiongación, y de A bájese A Y perpendicular a la prolon- 


gación de CD. 

A BX Y es un rectángulo de base b y altura a. 

Puesto que A Y = BX, y AD = BC , N.° 125 

los AADY, BCX son iguales. N.° 89 

Restando ABCX de ABCY, queda ABXY. 

Restando AA D Y de ABCY, queda ABCD. 

.-. n/lRA'r= OABCD. N.° 52, l.° 

Ahora bien, □ A BX Y = ab. N.° 320 

OABCD = ab (n.° 52, 7.°). l.c.d.d. 


323. Corolario l.° Dos paralelogramos cuyas bases y alt-u - 
ras son iguales son equivalentes. 

324. Corolario 2.° Dos paralelogramos de Lases iguales son 
entre si como sus alturas respectivas; dos paralelogramos de 
alturas iguales son entre si como sus bases respectivas; y Jinal- 
mente , dos paralelogramos cualesquiera son entre sí como los 
productos de las bases yor las alturas respectivas. 
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Proposición y. Teorema 

325 . El área de un triángulo es igual a la mitad del 
producto de la base por la áltura. 



Sean b la base y a la altura del triángulo ABC. 

Demostrar que área ABC = i ab. 

Demostración. Con ABy BC por lados adyacentes, constróyase 
el paralelogranio ABCD. K.° 238 

AABC = \fUABCD. K.° 126 

.*. área ABC = \ área ABCD = \ab (n.° 322). l.c.d.d. 

326. Corolario l.° Todos los tridngulos que tienen bases y 
alturas iguales respectivamente son equivalentes. 

327. Corolario 2.° Dos tridngulos de bases iguales son 
entre sí como sus alturas respectivas ; dos tridngulos de álturas 
iguales son entre sí como sus bases respectivas; y finalmente, 
dos triángulos cualesquiera son entre sí como los productos de 
las bases por las alturas respectivas. 

328. Corolario 3.° El producto de los catetos de un tridn- 
gulo rectdngulo es igual al producto de la hipotenusa por la 
perpendicular bajada a ella del vértice del dngulo recto. 

En efecto, si se reprentan los catetos por a y b, la liipotenusa por c, 
la perpendicular por p y el área por A, se tiene, tomando b por base: 
A= ^ab-, y tomando c por base : A = ; luego \ab= ^pc, y ab = pc 
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329 . El área de un trapecio es iguaï a la mitad del 
producto de la altura por la suma de las bases. 



Sean b y b' las bases y a la altura del trapecio ABCD. 

Demostrar que área ABCD = J-a(b + b'). 

Demostración. Trácese la diagonal AC. 

Arca ABC = \ ab f 

área ACD = £ ab'. K° 32.j 

área ABCD = £ a(b -f- b 1 ). i.c d.d. 

330. Corolario. El drea de un trapecio es igual al producto 
de la altura por la recta que une los puntos medios de los ladoc 
yio paralelos. 

<• Qué relación existe entre esta recta y las bases ? 

331. Área de un polígono cualquiera. E1 área de un polígono 
íualquiera se puede determinar descomponiéndolo en trián- 
gulos, sea por diagonales, sea por 
rectas trazadas a los vértices por 
un punto interior, y calculando las 
áreas de estos triángulos. 

En agrimensura se emplea a menudo 
el método ejemplificado en esta figura. 

Se traza una de las diagonales más largas, y de los vértices se bajan per- 
pendiculares a ella, con lo cual el poiígono queda dividido en trapecios 
y triángulos. 
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LIBRO IV. GEOMETRÍA PLANA 


EJERCICIO 51 

Determíneìise las áreas de los 'paralelogramos cuyas bases y 
alturas sun respectivamente: 

1. 2,35 y 3,8 cm. 3. 4,7 y 2,84 m. 5. 3,5 m. y 98,5 cm 

2. 4,40 y 6,4 cm. 4. 6,5 y 7,75 m. 6. 4,95cin. y 75mm 

Determínense las dreas de los tridngulos cuyas bases y al 
turas son respectivamente: 

7. 25 y 7,2 cm. 10. 45 mm. y 2 cm. 

8. 45 y 64 mm. 11. 175 m. y 4,75 Dm. 

9. 4,96 y 3,18 m. 12. 45,6 Dm. y 275,6 m. 

Hállense las dreas de los siguientes trapecios , en que los dos 
primeros 'números son las bases y el tercero la altura: 

13. 7,5, 6,75, 9,8 cm. 15. 14,8 m., 26,4 m., 1,23 Dm. 

14. 15,3, 8,93, 6,44 m. 16. 60, 61, 62 m. 

Ildllense las alturas de los paralelogramos cuyas dreas y 
bases son respectivamente: 

17. 25 cm. 2 , 8 cm. 19. 1 m. 2 , 3 m. 21. 4,5 Ha., 0,75 Dm 

18. 48 mm. 2 , 24 mm. 20. 3 Ha., 78,5 m. 22. 4,4 m. 2 , 44 cm. 

Hdllense las alturas de los triángulos cuyas áreas y bases 
son respectivamente: 

23. 9,5 m. 2 , 3 m. 25. 8,32 m. 2 , 2,1 m. 27. 3 min. 2 , 1,5 mm. 

24. 10,25 cm. 2 ,4cm. 26. 20 m. 2 , 10 m. 28. 4,9 Ha., 3Dm. 

Hâllense las alturas de los trapecios cuyas âreas y bases son 
respectivamente: 

29. 5,32 m. 2 , 2 m., 3 m. 31. 415,25 Ha., 6,3 Dm., 8,2 Dm 

30. 93,28 m. 2 , 25 m., 15 m. 32. 725 m. 2 , 15 m., 25 m. 






ÁREA DE LOS POLÍGONOS 
Proposición VII. Teorema 


201 


i> 32. Las áreas de los triángulos en que un ángulo del 
uno es igual a un ángulo del otro están en la misma re- 
ïación que los productos de los lados que comprenden 
ese ángulo* 



Sean ABC, ADE dos triángulos que tienen común el ángulo A. 


Demostrar que 


AABC __ AB x AC 
A ADE ADxAE' 


Demostración. Trácese BE. 


A ABC AC 
AABE~ AE’ 


AABE _AB 
AADE ~ Ad' 


N.° 327 


(Dos triángulos de aìturas iguales son entre sí como sus bases respectivas.) 

Puesto que aquí, como en otros casos análogos, se trata de los 
valores numéricos de áreas y longitudes, los términos de estas 
proporciones representan números. 

Multiplicando las dos proporciones o ecuaciones miembro a 
miembro, se obtiene: 


AABExAABC ABxAC 
AADE X AABE ~ AD X AE 9 
o, suprimiendo el factor común AABE, 

AABC AB X AC 
AADE~ AD x AE' 
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LIB.RO IV. GEOMETRÍA PLANA 
Proposición VIIL Teorema 


333 Las áreas de dos tridngulos semejantes son entre 
sí como los cuadrados de dos lados homólogos cuaies - 
quiera. 



Sean ABC, A'B'C' dos triángulos semejantes en que AB, BC, CA 
son los homólogos respectivamente de A'B', B'C', C'A'. 


Demostrar que 


AABC 


AB 


A A'B’C' Jb'- 


Demostración. Puesto que los A son semejantes, 
Z.A —AA\ 

y por consiguiente, 


A ABC 
A A'B'C' 

AABC 


ABxAC 
~' A'B' x A'C’ 


_ AB AC 

DSea ’ AA'B'C'- A'B'* A’C' 

Ahora bien, puesto que los A son semejantes, 

AC Atí 
A'C' ~ A’B' 1 

Y la proporciòn anterior puede escribirse así: 


A ABC 
AA'B'C 

AABC 


AB AB 
A'B' X A'B''‘ 

ÂB 2 


A A'B'C' jJB’* 


K° 282 
K° 332 


282 


N.° 52, 8.° 
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Proposicion IX. Teoeema 

334 . Las dreas de dos polïgonos semejantes son entre 
sí como los cuadrados de los lados homólogos. 



Sean ABCDE, A’B'C'D'E 1 dos polígonos semejantes de áreas S y 
S' respectivamente. 

Demostrar que S: S = AjB 2 :A'B' 2 . 

Demostración. Trazando las diagonales por dos vértices homó- 
logos cualesquiera, como A j A’, los polígonos quedan divididos 
en triángulos semejantes. N.° 292 

A ADE ZÔ 2 A ACD ÂC 2 A ABC AB* 0 000 

' ’ AA'D'E'~ AA'C'D'~Âïc'*-AA'B'C'~ÂTŷ, 2 ’ 060 

. A ADE _ A ACD _ A ABC 0 w 7 0 

" A A'D'E' A A'C'D' A A'B'C' ’ ’ ‘’ 

AADE + AACD + AABC AABC ÂB 2 0 

* ’ AA'D'E' + AA'C'D' + AA'B'C' ~ AA'B'C' ~ ÂB' 2 ’ * ’ ^ 

esto es, S: S' = AB 2 :A'B' 2 (n.° 52,10.°). l.c.d.d. 

335. Corolario l.° Las áreas de dos polígonos semejantes 
son entre sî como los cuadrados de dos líneas homólogas cuales - 
quiera. 

336. Corolario 2.° Los lados homólogos de dos polîgonos 
semejantes son entre sí como las raîces cuadradas de las áreas. 
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Proposición X. Teorema 


337 . El cuadrado construîdo sobre la hipotenusa de 
un triángido rectángido es equivalente a la suma de los 
'iuadrados construîdos sobre los catetos. 


p 



Sean AS, BN, CQ los cuadrados construídos sobre los lados del 
triángulo ABC, rectángulo en C. 

Demostrar que AS — BN-\- CQ. 

Demostración. Trácense CX , || a BS y y tambien CR, BQ. 
Puesto que los Ac y x son rectos, la línea BCP es recta. N.° 43 


Como AR —AB, AC — AQ y 

y XL RA C = X. BA C - 1- 1 rt. = Z- BA Q , 

losA^CyJRQ son iguales. 

Además CMA = 2 AARC. 

(Tienen una misma base AR y una misma altura RX.) 
/Lsímismo, cuadrado CQ = 2 AABQ = 2 AARC’, X. 325 
□ AX es equivalente al cuadrado CQ. N.°52,7.° 
De igual manera se demuestra que el O BX es equivalente 
al cuadrado BN. 

Abora bien, = ORX4*0^4 X. N. 52,10. 

AS=BN + CQ.(n. 0 52, 8.°). 


N.° 65 
N.° 52, l.° 
N.° 68 
N.° 325 


L.C.D.D 
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338. Corolario l.° JEl cuadrado construido sobre uno de los 
catetos de un triángulo rectángulo es equivalente a la diferencia 
entre el const.ruído sobre la hipotenusa y el construîdo sobre el 
otro cateto. 

339. Corolario 2.° La diagonal de un cuadmdo es incon * 
mensurable con el lado del cuadrado ; esto es, si la medida de uno 
de ellos enfunción de una unidad cualquiera es unnámero entero 
ofraccionario , el otro nopuede expresarse exactamentepor ningûn 
nûmero entero ni fraccionario en funciónde la misma unidad. 

En el triángulo ABC se tiene : 

Xc 2 = âb 2 + bc*, 

o, puesto que AB = BC , 

XC 2 =2ÂB 2 ; 

de donde A C = AB V2 

y por tanto AC-.AB = V2. 

Puesto que V2 es inconmensurable, la razón de AC a AB es también 
inconmensurable. Sin embargo, el valor de esa razón, que es el de V2, 
puede determinarse con el grado de aproximación que se quiera. 

340. Proyecciones. Si de un punto cualquiera se traza una 
perpendicular a una recta, el pie de la perpendicular se llama 
'proyección del punto sobre la recta. La proyección de una recta 
sobre otra es la parte de ésta comprendida entre las proyecciones 
de las extremidades de aquélla. 

En esta figura, C' y D' son las proyecciones 
ie C y D respectivamente sobre AB. La 
proyección de CD es C'D'. 

Es costumbre representar la proyección 
de un punto por una letra prima correspon- 
diente a la que representa el punto. Así, la proyección de G se representa 
por C '. Análogamente, si la longitud de CD se representa por l, la de 
su proyección se representa por l'. 

En los triángulos, el lado opuesto al ángulo A se representa por a ; el 
opuesto al ángulo B. por b. etc. La altura se renresenta nor h. 
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LIBRO IV. GEOMETRÍA PLANA 


EJERCICIO 52 

Dados lo8 valores siguientes de los catetos de varios tridngulos 
rectángulos, calcûlense las hipotenusas con dos decimales : 

1. 30y40m. 3. 20 y 30 m. 5. 2,5 y 3 m. 

2. 45 y 60 m. 4. 1,5 y 2,5 cm. 6. 3f y 2 yardas. 

Dados los valores siguientes de la hipotenusa y un cateto , 
calcúlese el otro cateto con dos decimales: 

7. 50y40m. 9. 10 y 6 cm. 11. 40y24m. 

8. 35 y 21 m. 10. 1,2 y 0,8 m. 12. 74 y 60 mm. 

13. ^A qué altura llega una escalera de 10 m. en un muro 
7ertical, si su pie está a 3 m. del del muro ? 

14. i Cuál es la altura de un triángulo equilátero de lado l ? 

15. ^Cuál es el lado de un triángulo equilátero de altura h ? 

16. Dcmuéstrese que el área de un triángulo equilátero de 
lado l es \ P V3. 

17. Cálcúlense en un círculo de 40 cm. de diámetro la mayor 
y la menor cuerda que pueden trazarse por un punto situado a 
12 cm. del centro. 

18. E1 radio de un círculo es de 10 cm. Por un punto que 
dista 6 cm. dcl centro se trazan un diámetro y una cuerda per- 
pendicular a dl. Calcúlense la cuerda y las distancias de un 
extremo dc la cucrda a los del diámetro. 

19. E1 triángulo ABC es rectángulo en 
C. Pemuéstrese por medio de las ecua- 
ciones ÂC* = AB x AF, BC* = AB x BF 
(n.° 294) que A C 2 -f BC 2 = ÂP 2 . 

20. Si las diagonales de un cuadrilátero se cortan en ánguló 
recto, la suma de los cuadrados de dos lados opuestos es igual 
a la de los cuadrados de los otros dos. 
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Peoposición XI. Teorema 

341. En todo tridngulo, él cuadrado de un lado opuesto 
a un ángulo agudo es igual a la suma de los cuadrados 
de los otros dos menos él doble producto de uno de éllos 
por la proyección dél otro sobre él. 



Sean A un ángulo agudo del triángulo ABC, y a\ V las pio- 
yecciones de a y b respectivamente sobre c. 

J)emo8trar que a 2 = b 2 + c 2 — 2 b'c. 

Demostración. Si el pie D de la perpendicular bajada de C 
está entre Ay B (fig. 1), 

a' = c — b\ 

y si en la prolongación de AB (fig. 2), 
a' = b' - c. 

En ambos casos, a' 2 = b' 2 + c 3 — 2 Vc. N.° 52,3 * 

Agregando A 2 a ambos miembros: 

a' 2 + h 2 =h* + b' 2 + (?- 2 b'c. N.° 52, V 
Ahora bien, a' 2 + h 2 = a 2 , y h 2 + b 12 = b 2 ; N-° 337 

luego, sustituyendo, a 2 = b 2 + c 2 — 2 b'c( n.° 52,8.°). lc-d.d, 
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LIBRO IV. GEOMETRÎÀ PLANA 


Proposición XII. Teorema 


342. En todo triángulo óbtusángulo , el cuadrado dél 
lado opuesto al ángulo obtuso es igual a la suma de los 
cuadrados de los otros dos más el doble producto de 
uno de ellos por la proyección del otro sobre él. 



Sean ABC un tnángulo obtusángulo en A , y a\ V las proyec- 
ciones de a y b respectivamente sobre c. 

Demost.rar qae a 2 = b 2 -f c 2 + 2 b'c. 

Demostración. a' = V -f- c. X.° 52,10/ 

.-.a' 2 = b' 2 + c ì + 2 Vc. N.° 52, 3/ 

Agregando h 2 a ambos miembros : 

h 2 + a' 2 = h 2 + b' 2 + c 2 + 2 Vc. N.° 52, l.° 
Ahora bien, h 2 + a' 2 = a 2 , j h 2 + V 2 = b 2 . N.° 337 

Sustituyendo, resulta: 

a 2 = b 2 + c 2 + 2 b'c (n.° 52, 8.°). l. c.d.d. 


Aplicando el principio de continuidad, los tres teoremas anteriores 
pueden resumirse en un solo teorema general, haciendo variar gradual- 
meiite el ángulo A desde uno agudo a uno obtuso, y teniendo en cuenta 
ios signos de las proyecciones. 

Estas tres proposiciones permiten calcular la aitura de un trfángulc 
cuando se conocen ios lados. En la XII, una de las ecuaciones da el 
valor de b' en función de a, b y c, y otra el de h en función de 6 y b'. 
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EJERCICIO 53 

Hállese con dos cifras decimaJ.es la diagonal del cuadrado 
euyo lado es: 

1. 7 cm. 2. 10 cm. 3. 9,2 m. 4. 1,5 m. 5. 2,25 em. 

Hállese con dos cifras decimales el lado del cuadrado cuya 
diagonal es: 

6. 4cm. 7. 8 cm. 8. 5 m. 9. V5 m. 10. 2,5 cm. 

11. E1 minutero y el liorario de un reloj tienen 15 y 11 cm 
l A qué distancia están sus extremos cuando son las 9 ? 

12. Un rectángulo cuya base es de 9 cm. y cuya diagonal es 
de 15 tiene la misma área que cierto cuadrado. ^Cuál es el 
lado de ese cuadrado ? 

13. Un anillo se atornilla al techo de un cuarto de 3 m. de 
altura. En el suelo se atornillan otros dos, a distancias de 1,5 
y 3,6 m. del punto determinado por la vertical que pasa poi 
el del techo. De éste se extienden alambres a los otros dos 
Calcúlese el largo de cada alambre. 

14. La suma de los cuadrados de los segmentos de dos 
cuerdas perpendiculares es igual al cuadrado del diámetro del 
círculo. 

Sean AB y CD las cuerdas. Trácense el diámetro BE, y también 10, 
ED, BD. Demuéstrese que AC = ED. 

15. La diferencia de los cuadrados de dos lados de un trián- 
gulo es igual a la diferencia de los cuadrados de los segmentos 
determinados en el tercer lado por la perpendicular bajada a éì 
del vértice opuestp. 

16. E1 cuadrado de uno de los lados iguales de un triángulo 
isósceles es igual al cuadrado de cualquier recta trazada del 
vértice a la base, más el producto de los segmentos en que esa 
recta divide la base. 
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LIBRO IV. GEOMETRÍA PLANA 
Proposición XIII. Teorema 


343. La suma de los cuadrados de dos lados cuales' 
quiera de un triángulo es igual a dos veces el cuadrado 
de la mitad del tercero, más dos veces el cuadrado de la 
mediana del tercero. 

La diferencia de los cuadrados de dos lados cuales- 
quiera de un triángulo es igual a dos veces el producto 
del tercero por la proyección de su mediana sobre él. 


A 



B s _ M D _, C 


a 


Sean ABC un triángulo cualquiera, m la mediana de a, m' la 
proyección de m sobre a; y supóngase c > b. 

Demostrar: l.° que c 2 + b 2 = 2 BM 2 + 2 m 2 ; 


2.° que c 2 — b 2 = 2 am'. 

Demostración. Z.AMB es obtuso, y CMA agudo. N.° 116 
Puesto que c> b, M está entre B y D. N.° 84 

c 2 = BM 2 + m 2 + 2 ~BM • m\ N.° 342 

b 2 = MC 2 + m 2 - 2 MC • m'. N.° 341 


Sumando miembro a miembro, y teniendo en cuenta que • 
M = MC: c 2 + ô 2 = 2 BM 2 + 2m 2 . N.° 52, l.° 

También, restando miembro a miembro, 

c 2 -i 2 = 2«'(n.° 52,1.°). l.c.d.d. 

Discútase el caso en que c = b. 

Este teorema puede suprimirse si se quiere- 
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EJERCICIO 54 

1. Calcular el área de un triángulo en función de los lados. 

c 



A1 menos dos de los ángulos deben ser agudos. Supóngase que A lo ea 
EnelAADC, h 2 = 6 2 - ÂD 2 ; ^Porqué? 

en el ABC, a 2 = ò 2 + c 2 - 2c . ÂD, << Pór qué ? 


por tanto 


AD = 


Ò 2 + C 2 - q2 
2 c 


(& 2 + C 2 - a 2 ) 2 4 ò 2 c 2 - (6 2 + c 2 - a 2 ) 2 

** — ® ^ c 2 4 c 2 

(2òc + 6 2 + c 2 - a 2 )(26c — ò 2 — c 2 + a 2 ) 

“ 4 o 2 


[(ò + c) 2 — a 2 ] [a 2 — (ò — c) 2 ] 

4c 2 

(q + ò + c) (ò + c — a) (a + ò — c) (a — ò + c) 

4c 2 


Representando el perímetro a + ò + c por 2p, se tiene : 

b+c-a = a+b + c-2a = 2p-2a = 2(p-a): 

Asímismo, a + b — c = 2 (p — c), a — b +c = 2 (p — ò). 

2px2(p — á) x 2(p —b) x 2(p—c) 
Luego h 2 = - — -, 


de donde, simplificando y extrayendo la raíz cuadrada, 
h = - c Vp(p - a) (p- b) (p - c), 

y por tanto área =\ch = V p (p - a) (p - b) (p - c). 

Si, por ejemplo, los lados son 3, 4, 5, 

área = V6(6-3) (0-4) (6-6) = V6 • 3 • 2 = 6. 
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Si se ìia estudiado el número 1 de este ejerdcio , determinense 
con dos dedmales las áreas de los triángulos cuyos lados son . 

2. 4, 5, 6. 4. 6, 8, 10. 6. 7, 8, 11. 8. 1,2, 3, 2,1. 

3. 5, 6, 7 5. 6, 8, 9. 7. 9, 10, 11. 9. 5, 12, 13. 

10. Calcular el radio del círculo circunscrito a un triángulo 
en función de los lados. (Suprímase si no se han estudiado el 
número 1 del ejereicio y el 305 del texto.) 

Sea CD = 2r el diámetro. 

Qué se sabe con respecto a los productcs 
CA x 7ÎC, CD x CP? (N.° 305.) 

iQué se deduce de aquí en cuanto a ab y 
el producto 2r • CP ? 

<>Cuál es el valor de CP en función de los 
lados ? 

Según esto, deinnéstrese que 

r — aí>c 

éVp(p - a)(p- b) (p - c) 

Si se Jian estudiado los nûnieros 1 y 70 de cste ejerddo , cal- 
cûlese con dos dedmales cl radio del círculo drcunsciito a un 
triángulo cuyos lados tienen los valores siguientes: 

11. 3, 4, 5. 12. 27, 36, 45. 13. 7, 9, 11. 14. 10, 11, 12. 

15. Calcular las medianas de un triángulo en función de los 
lados. (Suprímase si no se ha estudiado el n.° 343 
del texto.) 

<> Qué relación hay entre a 2 + ò 2 y 2 m* + 2 í-\ ? De- 
muéstrese ahora que ' : 

m = l V2 (a 2 + b 2 ) - e 2 . 

Si se ha estudiado el prohlema anterior , calcûlense las me- 
dianas de los triángulos cuyos lados son: 

16. 3, 4, 5. 17. 6, 8, 10. 18. 6, 7, 8. 19. 7, 9, 11. 

20. Si los lados de un triángulo son 7, 9,11, ^de que' especie 
es el ángulo opuesto al lado 11? 
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21. E1 cuadrado construído sobre la suma de dos rectas es 
igual a la suma de los cuadrados construídos sobre ellas más 
dos veces el rectángulo que tiene la una por base y la otra por 
altura. 

Sean A B j BC las dos rectas. Constrúyanse los cuadrados AKGC y 
ADEB. Prolónguense BE y DE hasta H y F respectiva- A b c 

mente. Se forma así un cuadrado EHGF de lados 1 [ ! 

iguales a BC. E1 cuadrado AG es la suma de los cua- 
drados AE, EG y los rectángulos DH, BF. 

Ésta es la demostración geométrica de la fórmula 

(a + 6) a = a 2 + b 2 + 2 ah. K -7/"i 

22. E1 cuadrado construído sobre la diferencia de dos rectas 
es igual a la suma de los cuadrados construídos sobre ellas 
menos dos veces el rectángulo que tiene la una por base y la 
otra por altura. 

Sean AB, AC las dos rectas, y BC su diferencia. Constrúyanse los 
cuadrados AGFB, ACKH, CDEB sobre AB, AC y BC 
respectivamente. Prolónguese ED hasta su intersección 
L con A G. Los lados de los rectángulos LF y HD son 
iguales a AB j AC,j e\ cuadrado CE es la diferencia 
entre la figura entera y la suina de estos dos rectán- 
gulos. 

Ésta es la demostración geométrica de la fórmula 
(a - ô) 2 = a 2 + ô 2 - 2 oò. 

23. La diferencia entre los cuadrados construídos sobre dos 
rectas es igual al rectángulo que tiene la suma de ellas por 
base y la diferencia por altura. 

Sean AB, BC las rectas dadas, y AD, CF los cuadrados construídos 
sobre ellas. La diferencia entre estos dos cuadrados 
es el polígono ACGFDE, compuesto de los rectángulos 
ACHE, GFDH. Prolónguense AE j CH liasta I y K, 
liaciendo EI j HK iguales a BC. Trácese IK La 
diferencia entre los cuadrados ifi y CF es igual al 
rectángulo AK, cuyos lados son AB + BC j AB — BG. 

Ésta es la demostración geométrica de la fórmula 
a* — 6 2 = (a + b) (a — b). 





H 

o 
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Proposición XIV. Problema 

344. Construír un cuadrado equivalente a la suma de 
dos cuadrados dados. 



Sean R y R' los dos cuadrados dados. 

Se desea construír un cuadrado equivalente a R + R'. 

Construcción. Constrúyase un ángulo recto A . N.° 228 

Tómense en los lados de este ángulo cjb, iguales respectiva- 
mente a los lados de R’ j R. Trácese la hipotenusa a. 

Constrúyase el cuadrado S, con a por lado. 

Éste es el cuadrado buscado. 

Demostración. En el triángulo rectángulo ABC, 

a 2 = b 2 + d. X.° 337 

Como a} es el área de S, b 2 la de R, j c 2 la de R', se tiene: 

S = R + R’ (n.° 52, 8.°). l.c.d.d. 

345. Corolario l.° Construir un cuadrado equivalente a la 
diferencia de dos cuadrados dados. 

Puede invertirse la ccnstrucción anterior, trazando primero c, levan- 
tando una _L en A, j determinando C por un arco de radio a (dado). 

346. Corolario 2.° Construír un cuadrado equivalente a la 
suma de tres cuadrados dados. 

Sea d el lado del tercer cuadrado. Levántese en C una perpendicular 
a BC, tómese en ella CD igual al lado d, j trácese la hipotenusa DB, que 
será el lado del cuadrado que se busca. 

Análogo procedimiento se aplica a la construcción de un cuadrado 
equivalente a. la suma de un número cualquiera de cuadrados dados. 
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Proposición XV. Problema 


347. Construír un poligono semejante a dos poligonos 
iemejantes dados y equivalente a su suma. 



Sean R y R’ los dos polígonos semejantes dados. 

Se desea construír un polígono semejante a R y R! y cuya 
írea sea R + R'. 

Construcción. Constrúyase un ángulo recto 0. N.° 228 

Sean l y V dos lados homólogos de R, R'. 

En los lados del ZO tómense OX — V, OY = l. 

Trácese XY, y tómese una recta l" igual a XY. 

Sobre l" como homólogo de l constrúyase R" semejante a R. 

N.° 312 

R" es el polígono buscado. 


Demostración. 

•esto es, 

Ahora bien, 


oŷ^+ôx 2 = TP. 

P + = V’\ 

R__l_ 

R” ~ l’ nì 

R'_l^ 
R" ~ V*' 


N.° 337 
N.° 52, 8.' 


N.° 334 


Sumando miembro a miembro: 


R + R’ P + l n 
R” ~ l ” 2 ~ 1; 


N.° 52, l.° 


R" = R +R' (n.° 52, 2.°). i.c d.d 


de donde 
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LIBRO IV. GEOMETHÍA PLANA 


Peoposición XVI. Problema 


348. 

aado. 


Construír un triángulo equivatente a un jjoligom 



Sea ABCDEF el polígono dado. 

Se desea construír un triángulo equivalente a ABCBEF. 

Construcción. Sean B, C, D tres vértices consecutivos del 
polígono. Trácese la diagonal BD. 

Por C trácese nna II a BD. N.° 233 

Prolónguese AB hasta su intersección Q con esta paralela, y 
trácese DQ. 

Trácense EQ, j por D una II a EQ, que encuentre la prolon- 
gación de AB en R. Trácese ER. 

Continúese así reduciendo el número de lados del polígono 
hasta obtener el A EPR. 

E1 A EPR es el buscado. 

Demostración. E1 polígono AQDEF tiene un lado menos que 
*ìl ABCDEF. La parte ABDEF les es común, j 

área BQD = área BCD. 326 

(Los dos triángulos tienen la base común DB, y los vértices opuestos 
en una paralela a la base.) 

. •. área A QDEF = área ABCDEF. X.° 52 , l.° 

Ajuálogamente, AREF = A QDEF, EPR = AREF. l.c.d.d. 
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Proposición XVII. Problema 

349. Construîr un cuadrado equivalente a unparalélo* 
íjramo dado. 


d _ ç 

"jL J 

b B N Ó M 

Sean ABCD el paralelogrtimo dado, b su base y a su altura. 

Se desea construír un cuadrado equivalente al ZZ7 ABCL. 



A 



Construcción. Tómense en una recta cualquiera NO = b, 
OM = a. Sobre NM como diámetro descríbase un semicírculo. 


Trácese por 0 la i_ OP a NM. K° 228 

Constrúyase el cuadrado S, con OP por lado. 

S es el cuadrado que se busca. 

Demostración. NO : OP = OP: OM ; X.° 297 

. '’ • ÔP 2 = OM x NO = ab, K° 261 

o, puesto que OJ )2 = S y ab=OABCD, K° 322 

S = O ABCD. L.C.D.D. 


350. Corolario l.° Construîr un cuadrado equivalente a un 
triángulo dado. 

E1 lado del cuadrado es la media proporcional entre la base y la mitad 
de la altura. 


351. Corolario 2.° Construir un cuadrado equivalente a un 
polígono dado. 

lledúzcase primero el polígono a un triángulo equivalente. 
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LIBEO IV. GEOMETRlA PLANA 


P-ROPOSICIÓN XVIII. Problema 

352. Construír un paralelogramo equivalente a un 
cuadrádo dado , conociendo la sitma de la base y la 
altura. 


_ 



l 7^* " 



! f/ i 

\ 

s 


\ 


A Q 

B 



Sean S el cuadrado dado, y AB la suma dada. 

Se desea construír ur, paralelogramo equivalente a S y en 
que la suma de la Òase y la altura sea igual a AB. 

Constracción. Descríbase un semicírculo sobre AB como diá- 


metro. En A levántese A C JL a AB e igual al lado de S. N.° 228 
Trácese CND II a AB, y sea N su intersección con el semi- 
círculo. X.° 233 

Trácese NQ _L a AB. N.° 227 

Cualquier paralelogramo, como P, que tenga QB por base y 
«4 Q por altura es equivalente a S. 

Demostración. A Q: NQ = NQ : QB; X.° 297 

.'. NQ 2 = AQ x QB. N.° 261 

Además, NQ es II a CA ; N.° 95 

NQ = CA ; N.° 127 

.-. CA 2 =AQxQB. K°52,3.°y 7.° 
Ahora bien, CA 2 = S, N.° 320 

AQxQB=P. N.° 322 

.*. P = S(n.° 52, 7.°). l.c.d.d. 


Ésta es la resolución geométrica del sistema de dos ecuaciones con dos 
mcógnitas x + y = a, xy = b. 
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Proposición XIX. Problema 


353 . Construír un paralelogramo equivalente a ur< 
cuadrado dado, conociendo la diferencia entre la base 
y la altura. 



Sean S el cuadrado dado y AB la diferencia dada. 

Se desea construír un paralelogramo equivalente a S, y en 
que la base menos la altura sea igual a AB. 

Construcción. Descríbase un círculo sobre AB como diámetrc 
Por A trácese vlC tangente al círculo, X.° .24 G 
e igual al lado de 5. 

Trácese la secante CED que pase por el centro y corte el 
círculo en E y D. 

Cualquier paralelogramo, como P, que tenga CD por base y 


CE por altura satisface los condiciones. 

Demostración. CD : CA = CA : CE; N.° 302 

CD x CE = CÂ 2 , N.° 261 

o, puesto que CDxCE = P j CÂ*^S 9 X.° 322 

P =S. K°52,7.° 

Además, por construcción, 

CD — CE = ED = A B, l.c.d.d. 


Ésta eg la resolución geométrica del sistema de dos ecuaciones con dos 
incógnitas x — y = a, xy = b. 
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Proposición XX. Problema 

354 Construïr un polígono semejante a un polígonc 
dado y equivalente a otro polígono dado. 



Sean P y Q dos polígonos dados. 

Se desea construir un polígono equivalente a Q y semejante 

a P. 

Construccíón. Constrúyanse cuadrados equivalentes a P y a Q. 

N.° 351 

Sean m y n sus lados respectivamente. 


Sea l un lado cualquiera de P. 

Determínese l', cuarta proporcional de m, n, l. X.° 307 

Sobre V, como homòlogo de l, constrúyase un polígono P 
semejante a P. N.° 312 

P' es el polígono buscado 

Demostración. m:n — l:V ; Por constr. 

.-. m*:n* = P:V 2 K°270 

También, P = m 1 , Q = n 2 ; Por constr. 

de doude. sustituyendo en la segunda proporción, N.° 52, 8.*' 
P :Q — V: V*. 

Pucsto que P y P' son semejantes, Por constr. 

P:P'=V:V 2 ; K° 334 

:.P:Q = P:P'-, K° 52, 7.° 

.•. P' = Q. K° 263 

Luego P' es eauivalente a Q y semejante a P l.c.d.d 
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Peoposición XXI. Problema 

355. Construír un cuadrado que esté en una relacìáh 
dada con un cuadrado dado. 



_ D 

s 

f" * 

-~ a —V 


\ 
b \ 


/B 

/ 

F ' 


iC 


Sean S el cuadrado dado y — la razón dada. 

m 

Se desea construir un cuadrado que sea a S como n es a m 

Construcción. Tómese AB igual al lado de S, y trácese por A 
una recta cualquiera A Y. 

En A Y tòmense A.E igual a m unidades cualesquiera, y EF 
igual a n unidades. 

Trácese EB. 


Trácese por F una II a EB, que encuentre en C la prolom 
gación de AB. N.° 233 

Descríbase un semicírculo sobre A C como diámetro. 


Levántese en B la perpendicular x a A C. N.° 228 
x es el lado del cuadrado buscado. 


Demostración. a\x = x:b\ 

.*. a:b = a 2 : x 2 . 
También, a:b = m:n\ 

a 2 :x 2 = m : n, 

.’. ar 2 : a 2 = n: m (nA 266) 


N.° 297 
N.° 271 
N.° 273 
N.° 52, 7.° 


y por tanto 


L.C.DJ> 
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PltOPOSICIÓN XXII. PR03LEMA 


356 . Construïr un polïgono semejante a un polïgono 
dado y que esté con él en una relación dada. 



Sean P el polígono dado y ^ la razón dada. 

Se desea construîr un polígono semejante a P y que sea a P 
como n es a m. 


Construcción. Sea l un lado cualquiera de P. 

Trácese una recta V tal que el cuadrado construído sobre ella 
esté con el construído sobre ï en la relación denam. N.°355 
Sobre V como lado homólogo de l constrúyase el polígono P' 
semejante al P. N.° 312 

P' es el polígono buscado. 


Demostración. P y P' son semejantes. 

P' _ P 2 

" p~ r 


Ahora bien, 


r 

l 2 

P r 

P 


_ n 
m 

= - (n.° 52, 7. c ). 

m v x 


Por constr. 
N.° 334 

Por constr. 

l.c.d.l. 


Por este método se puede construír un cuadrado que sea, por ejemplo, 
igual a dos o tres veces un cuadrado dado, o la mitad o la cuarta parte 
de un cuadrado dado ; construír un triángulo equilátero quc sea un múl- 
tiplo o submúltiplo cualquiera de un triángulo equilátero dado; y, en 
general, reducir o aumentar una figura cualquiera en una relaeión dada 
cualquiera, como ocurre a menudo en las aplicaciones. 
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EJERCICIO 55 

Problemas DE CÁLCULO 

1. Los lados de un triángulo son de 0,6, 0,7 y 0,7 cm. ^De 
qué especie es el ángulo mayor ? 

2. Los lados de un triángulo son de 5,1, 6,8, 8,5 m. ^De qué 
especie es el ángulo mayor? 

3. ^Cuál es el área de un triángulo isósceles cuya base es 
de 4 m. y cuyo perímetro es de 14 m.? 

4. Hállese el área de un triángulo equilátero cuyo perímetre 
mide 18 cm. 

5. Hállese el área de un triángulo rectángulo en que la 
hipotenusa y un cateto son de 1,7 y 0,8 m. respectivamente. 

6. Hállese la razón de las alturas de dos triángulos equiva- 
lentes cuyas bases son 1,5 y 4,5 m. respectivamente. 

7. Las bases de un trapecio son de 34 y 30 m., y la altura 
es de 2 m. Hállese el lg,do del cuadrado equivalente. 

8. i Cuál es el área dè un triángulo rectángulo isòsceles cuya 
hipotenusa es igual a V2 m.? 

9. i Cuál es el área de un triángulo rectángulo isósceles cuya 
hipotenusa es 7 V2 m.? 

10. Hállense la altura y el área de un triángulo equilátero 
cuyo lado es igual a 2 V3 cm. 

11. ^Cuál es el área de un triángulo equilátero cuyo lado es 
igual a 1 ? 

12. ^Cuál es el lado de un triángulo equilátero cuya área es 
de 43,3 cm. 2 ? 

13. Los lados de un triángulo son 2,8, 3,5, 2,1 cm. Dibújese 
y véase a qué clase pertenece. Verifíquese la conclusión por el 
cálculo, aplicando un teorema importante relativo a los trián* 
gulos de esa clase, y hállese el área del triángulo. 
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EJERCICIO 56 

Teoremas 

1. E1 área de nn rombo es igual a la mitad del producto de 
’as diagonales. 

2. Dos triángulos son equivalentes si la base del uno es igual 
a la mitad de la del otro, y la altura del primero es doble de la 
del segundo. 

3. E1 área de un polígono circunscrito es igual a la mitad 
del perímetro multiplicada por el radio del círculo inscrito. 

4. Dos paralclogramos son equivalentes si sus bases son 
inversamente proporcionales a sus alturas. 

5. Si sobre los lados de un triángulo rectángulo se constru- 
/en triángulos equiláteros, el construído sobre la hipotenusa 
es equivalente a la suma de los otros dos. 

6. Si sobre los lados de un triángulo rectángulo como lados 
homólogos se construyen polígonos semejantes, el construído 
sobre la hipotenusa es equivalente a la suma de los otros dos. 

7. Si de un punto interior a un paralelogramo se trazan 
rectas a los vértices, la suma de los dos triángulos cuyas bases 
son dos de los lados paralelos es equivalente a la suma de los 
otros dos. 

8. Toda recta trazada por el punto de intersección de las dia- 
gonales de un paralelogramo bisecta el área del paralelogramo. 

9. La recta que une los puntos medios de las bases de un 
trapecio bisecta el área del trapecio. 

10. Si un cuadrilátero que tiene dos lados paralelos es divi- 
dido en partes equivalentes por una diagonal, el cuadrilátero 
es un paralelogramo. 

11. E1 tríángulo determinado por rectas que van del punto 
medio dc uno de los lados no paralelos de un trapecio a los 
vértices opuestos es eguivalente a la mitad del trapecio. 
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EJERCICIO 57 

Problemas de construcción 

ì. L)ado un cuadrado, construír otro cuya área sea la mitad 
de la del primero. 

2. Construír un triángulo rectángulo equivalente a un trián- 
gulo oblicuángulo dado. 

3. Construír un triángulo que sea equivalente a la suma de 
dos triángulos dados. 

4. Sobre una recta dada, construír un triángulo equivalente 
a un triángulo dado. 

5. Sobre una recta dada, construír un rectángulo equiva- 
lente a un paralelogramo dado. 

6. Sobre una recta dada como cateto, construír un triángulo 
rectángulo equivalente a un triángulo dado. 

7. Sobre una recta dada como bipotenusa, eonstruír un 
triángulo rectángulo equivalente a un triángulo dado. 

8. Por un punto P de la base de un triángulo, trazar una 
recta que divida el triángulo en dos partes equivalentes. 

9. Por un punto P del lado AB de un triángulo ABC, trazar 
una recta a la prolongación de AC tal que BC la bisecte. 

10. Hallar dentro de un triángulo dado un punto tal que las 
rectas trazadas de este punto a los vértices dividan el triángulo 
en tres equivalentes. 

11. Dividir un triángulo dado en dos partes equivalentes p« 
una recta paralcla a uno de los lados. 

12. Trazar por un punto dado una recta tal que los seg 
mentos, a contar de ese punto, interceptados en ella por perpen. 
diculares trazadas a ella por dos puntos dados estén en una 
relación dada. 

13. Hallar un punto tal que las perpendiculares bajadas de 
él a los lados de un triángulo dado estén entre sí como p, q, r 
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EJERCICIO 58 

ClJESTION’ARIO DE REPASO 

1. <^Qué es área ? <? Qué es unidad superfìcial ? 

2. <?Qué son figuras equivalentes ? 

3. Enúnciense dos teoremas sobre la relación entre las áreas 
de dos rectángulos. 

4. <jCómo se dctermina el área de un rectángulo de lados 
dados ? Conociendo el área y un lado, <jcòmo se halla el otro? 

5. <íQué se entiende por el producto de dos rectas ? 

6. Si el perímetro de un triángulo es de 10 m., <^puede el 
triángulo tener la misma área que uno cuyo perímetro es de 
1 m. ? <£ Puede decirse igual cosa de dos cuadrados ? 

7. Si el perímetro de un paralelogramo es de 10 m., <? puede 
el área ser igual a la- de un rectángulo cuyo perímetro es de 
1 m. ? <j Aplícase esto también a dos rectángulos ? 

8. i Cómo se determina el área de un polígono cualquiera ? 
I Qué datos son necesarios ? 

9. Dos de los lados de un triángulo son de 5 y 6 m., y el 
ángulo comprendido, de 70°. Los valores correspondientes en 
otro triángulo son 2 m., 7,5 m. y 70°. ^Cuál es la relaciôn de 
las áreas ? 

10. Dos lados homòlogos de dos triángulos semejantes son 
de 5 y 15 cm. respectivamente. <^Cuál es la relación de las 
íreas ? 

11. Explíquese cómo se procede a calcular el área de un trián- 
gulo rectángulo isósceles cuya hipotenusa se conoce. 

12. Dados los tres lados de un triángulo, <^cómo se puede 
saber si el triángulo es rectángulo ? 

13. Explíquese en términos generales cómo se construye un 
euadrado eauivalente a un polígono dado. 
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POLÍGONOS REGULARES Y CÍRCULOS 

357. Polígono regular. Llámase polígono regular el polígono 
que es a la vez equilátero y equiángulo. 

E1 cuadrado y el triángulo equilátero son ejemplos comunes de polí- 
gonos regulares. 

En el n.° 362 se demuestra que todo polígono regular es inscriptible y 
circunscriptible; esto es, que todo polígono regular tiene un círculo inscrito 
y uno circunscrito; y también, que el círculo inscrito 
y el circunscrito son concéntricos (n.° 188). 

358. Radio. Llámase radio de un polígono 
regular el radio del círculo circunscrito al 
polígono. 

En esta figura, r es el radio del polígono. 

359. Apotema. Llámase apotema de un polígono regular el 
radio del círculo inscrito. 

En ia figura anterior, a es el apotema del polígono. E1 apotema es per- 
pendicular al lado del polígono (n.° 185). Su longitud es la altura copiún 
de los triángulos en que el polígono puede dividirse por rectas trazadas del 
centro de los círculos inscrito y circunscrito a los vérdces del polígono. 

360. Centro. Llámase centro de un polígono regular el centro 
común de los círculos inscrito y circunscrito. 

En la figura anterior, 0 es el centro del polígono. 

361. Ángulo central. Llámase ángulo central de un polígono 
regular el ángulo formado por dos radios que pasan por los 
extremos de uno cualquiera de los lados. 

En la figura anterior, m es el ángulo central del polígono. Es evidente 
que este ángulo es subtendido por la cuerda que en el círculo circunscrito 
forma el lado del polígono. 
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LIBRO V. GEOMETRÍA PLANA 
Proposición I. Teorema 


1 


362. Todo polígono regular tiene un cîrculo inscrito y 
uno drcunscrito. 

D 



Sea ABCDE un polígono regular cualquiera. 

Demostrar: 

1. ° que a ABCDE puede circunscrïbirse un círculo. 

2. ° que en ABCDE puede inscribirse un círculo. 

Demostración. l.° Sea 0 el centro del círculo que pasa por 


tres vértices A, B, C. N. c 19C 

Trácense OA, OB, OC, OD. 

OB = OC (n.° 162), y AB = CD. N. 0 357 

También, Z CBA = Z D CB, N.° 357 

ZCBO = ZOCB\ N.° 74 

Z0BA=ZDC'0; N.° 52, l.° 

ìos A OAB, OCD son iguales ; jST. 0 68 

.'.OA = OD. N.°67 


Luego el círculo que pasa por A, B, C pasa por D. 

De igual manera puede demostrarse que el círculo que pasa 
por B, C, D pasa también por E, y así sucesivamente. 

Luego el círculo de centro 0 y radio OA está circunscrito al 
polígono A B CDE. l c.d.d. 
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Demostración. 2.° Sea 0 el centro del círculo circunscrito al 
polígono. 



Puesto que los lados del polígono son cuerdas iguales de* 
círculo circunscrito, equidistan del centro. N. p 178 

Luego el círculo cuyo centro es 0 y cuyo radio a es la per 
pendioular de 0 a uno cualquiera de los lados estâ inscrito en 
el poligono (n.° 205). l.c.d d 

363. ConoLAitio l.° Todo radio de un poligono regular bi 
secta el ángulo por cuyo vtrtice pasa. 

364. Corolario 2.° Loi> dngulos centrales de todo poligono 
regular son iguales entre sî y suplementarios de los intemos 
del polígono. 

Los ángulos centrales son subtendidos por arcos iguales. «j Por qué ? 

Si M es el punto medio de AB, los A MOB , OBM son complementarios, 
y por tanto sus dobles AOB , GBA son suplementarios. 

365. Corolario 3.° Todo poligono equildtero inscrito es po* 
lígono regular. 

Demudstresc la igualdad de los ángulos. 

366. Corolario 4.° Todo poiigono equidnguío circunscrito 
es polîgono regular. 

Trácense rectas del los vértices al centro del círculo. Fórmanse asl 
varios triángulos isósceles, de cuya igualdad se deduce que el polígono 
oí; equilátero. íVéase el n.° 192.) 
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Proposición II. Teorema 

367. Si una circunferencia se divide en un número 
cualquiera de arcos iguales, las cuerdas trazadas por 
los puntos de división forman un polïgono regular ins - 
crito, y las tangentes trazadas por los mismos puntos 
forman un polígono regular circunscrito. 



Sean AB, BC, CD, DE, EA arcos iguales de una circunferencia, 
ABCDE el polígono formado por las cuerdas correspondientes, y 
PQRST el formado por las tangentes tmzadas por los puntos de 
división A, B, C, D, E. 

Demostrar: 1. que ABCDE es un polîgono regular. 

2. que PQBST es un poligono regular. 

Demostración. l.° Puesto que, según el supuesto, todos los 
arcos son iguales, se tiene: 

cuerda AB = BC = CD = DE = EA ; N.° 170 

el polígono ABCDE es regular. N.° 365 

(Todo polígono equilátero inscríto es regular.) 

Demostración. 2.° Z.P = =ZS =ZT. N.° 221 

(Todos iienen por medida la mitad de arcos iguales.) 

Luego PQRST es un polígono equiángulo eircunscrito. 

PQRST es regular (n.°366). L.c.D.n 
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368 . Corolario l.° Las tangentes trazadas por los vértices 
de un poligono regular inscrito forman un polígono regular 
circunscrito del mismo nûmero de lados. 


369. Corolario 2.° Las langentes trazadas por los puntos 
medios de los arcos subtendidos por los lados de un polîgono 
regular inscrito forman un polîgono re- 
gular circunscrito de lados paralelos al 
inscrito, y cuyos vértices están en laspro- 
longaciones de los radios ael inscrito. 

Los lados AB, A'B', por ejemplo, son per- 
pendiculares a OM (n. 08 176, 185), y paralelos 

(n.° 95); y como NB' = MB' (n.° 192), y estas _ 

rectas son Js a ON y OM respectivamente, A’ M B 
OB' es la bisectriz del ZMON (n.° 152), y por tanto pasa por el punto 
rnedio del arco MN (n.° 166). Explíquese por qué diclio punto medio 
coincide con el vértice B del polígono inscrito. 



370 . Corolario 3.° Si por los vértices de 
un polígono regular inscrito se trazan rectas 
a los puntos medios de los arcos adyacentes , 
se forma un polígono regular de doble námero 
de lados. 



371 . Corolario 4.° Si por los puntos me- 
dios de los arcos determinados por los puntos ^ 
de contacto de los lados de un polígono regular 
circunscrito se trazan tangentes , éstas forman M 
un polîgono regular circunscrito de doble nû- 
mero de lados. 



372. Corolario 5.° JEl perímetro de un poligono regular 
inscrito es menor que el del polígono regular inscrito de doble 
nâmero de lados; y el de un poligono regular circunscrito es 
mayor que el del circunscrito de doble nûmero de lados. 
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EJERCICIO 59 

1. Determínese el radio de un cnadrado de 5 cm. de lado 

2. Hállese el lado del cuadrado cuyo radio es 7 m. 

3. Si el radio de un triángulo equiláteroes de 3 cm., ^cuál 
es la longitud del lado ? 

4. Si el lado de un triángulo equilátero es de 2 cm. ^cuái 
es el radio del triángulo ? 

5. Hállese el apotema dcl triángulo equilátero cuyo lado, en 
metros, es igual a V3. 

6. Hállese el lado de un triángulo equilátero cuyo apotema, 
en metros, es 2 V3 

7. ^Cuántos grados tiene el ángulo central de un triángulo 
equilátero ? ^el de un exágono regular ? 

8. Dado un triángulo equilátero inscrito en un círculo, cir. 
cunscribir un triángulo equilátero al mismo círculo. 

9. Dado un triángulo equilátero inscrito en un círculo, 
construír en el mismo círculo los exágonos regulares inscrito 
y circunscrito. 

10. Dado un cuadrado inscrito en un círculo, construír los 
octógonos regulares inscrito y circunscrito. 

11. i Cuántos grados tiene el ángulo central de un octógono 
regular ? i cuántos el ángulo interno? ^Cuál es la suma de 
los dos ? 

12. Calcúlese el área de un cuadrado inscrito en un círculo 
de 4 cm. de diámetro. 

13. Demuéstrese que el apotema de un triángulo equilátero 
es igual a la mitad del radio. 

14. Demuéstrese que el apotema de un triángulo equilátero 
es igual a un cuarto del diámetro del círculo circunscrito, y 
dedúzcase de aquí un procedimiento para inscribir un triángulo 
equilátero en un círcuio dado. 
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Proposición III. Teorema 


373. Dospolíjonos regulares cualesquiera de un mismo 
número de lados son semejantes. 



Sean P y P ' dos polígonos regulares de n lados. 

Demostrar que P y P’ son semejantes. 

Demostración. Cada nno de los ángulos internos de cada poll 
. 2 (n — 2) 

gono es ìgual a - L rt. K° 145 

n 

Luego los dos polígonos son mutuamente equiángulos. 

A demás, AB = BC = CD =DE — EA } 


A ’B’ = B'C' — C'D' = D'E' = E'A '; 

AB BC _ CD DE EA 
A'B' ~ B'C' ~ C'D' ~ D'E' ~ E'A' 


K° 357 
K° 52, 2.* 


Así pues los dos polígonos tienen iguales sus ángulos respec' 
tivamente, y sus lados homólogos proporcionales. 

Luego los dos polígonos son semejantes (n.° 282). l.c.d.d. 


374. Corolario. Las áreas de dos polígonos regulares de 
un mismo nûmero de lados son entre sí como los cuadrados de 
los lados homólogos. 

En efecto, las áreas de dos polígonos semejantes cualesquiera son entre 
sí como los cuadrados de los lados homólogos (n.° 334), y dos polígonos 
regulares de un mismo número de lados son siempre semejantes. 
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Proposición IV. Teorema 

375. Los perîmetros de dos poligonos regulares de un 
mismo número de lados son entre sí como los radios o 
los apotemas respectivos. 



Sean 0, 0' los centros de dos polígonos regulares de un mismn 
número de lados, p y p' los perímetros, ry r’ los radios, ay a' los 


apotemas. 

Demo8trar que p: p' = r: r' = a: a'. 

Demostración. Los polígonos son semejantes; N.° 373 

.*. p : p'= AB: A'B'. N.° 291 

En los triángulos isósceles OAB, O'A'B ', ^ 

Z0 = ZO'. N.° 364 

Tiénese también: 

OA:OB = O'A ': O'B'. N.° 52, 7.* 

(Ambas razones son iguales a 1.) > 

.*. los A OAB, O'A'B' son semejantes ; N.° 288 

.-. AB:A'B' = r:r'. N.° 282 

Además, los A AMO, A'M'O' son semejantes; N.° 286 

.*. r : r' = a : a'. N 0 282 

.’. p :p' = r: r' = a : a' (n.° 52, 7.°). l.c.p.d. 


376. Corolario. Las dreas de dos polîgonos regulares de 
\tn mÌ8mo nûmero de lados son entre sí como los cuadrados de 
lo8 radios o de lo8 apotemas respectivos. 
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EJERCICIO 60 

1. Determínese la relación de los perímetro3 y la de las 
áreas de dos exágonos regulares cuyos lados son de 2 y 4 cm. 
respectivamente. 

2. Hállense la relación de los perímetros y la de las áreas de 
dos octógonos regulares cuyos lados están en la relación de 2 a 6. 

3. Hállese la relación de los perímetros de dos cuadrados 
cuyas áreas son de 121 y 30,25 m. 2 respectivamente. 

4. Hállense la relación de los perímetros y la de las áreas 
de dos triángulos equiláteros cuyas alturas son de 3 y 12 m 
respectivamente. 

5. E1 área de un triángulo equiángulo es 9 veces la de otro 
triángulo equiángulo. i En qué relación están las alturas ? 

6. E1 área de la sección trasversal de una barra de 2,5 cm 
de espesor es de 12 cm. 2 ^ Cuál es el área de la sección de una 
barra de 3,5 cm. de espesor, suponiendo semejantes las secciones ? 

7. Hállense las relaciones entre las áreas y los perímetros 
de dos cuadrados inscritos en círculos de 4 y 12 cm. de diá- 
metro respectivamente. 

8. Sobre los lados de dos cuadrados inscritos en círculos de 
2 y 8 cm. respectivamente se construyen triángulos equiláteros. 
^ En qué relación están las áreas de estos triángulos ? 

9. Deun trozo redondo de madera se corta una viga de la 
mayor sección trasversal cuadrada posible. ^Cuál es el área 
de esta sección en función del diámetro ? ^ Cuál es el área de 
una viga semejante obtenida de un trozo cuyo diámetro es la 
mitad del del primero ? 

10. Todo polígono equiángulo de número impar de lados 
inscrito en un círculo es regular. 

11. Todo polígono equilátero de número impar de lados cir 
cunscrito a un círculo es regular. 
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Proposición V. Teorema 

377. Si el número de lados de nn poUgono regular 
inscrito se aumenta indefinidamènte , el apotema tiende 
hada él radio como limite. 



Sean 0 el centro de un polígono regular inscrito de n lados, 7 el 
lado, r el radio, y a el apotema. 

Demo8trar que, a medida que n crece indejinidamente , el 


Apotema a tiende hacia el limite r. 

Demostración. Se sabe que a<r. N.° 86 

También se tiene : r — a < AM, N.° 112 

AM<1\ N.° 174 

.’. r-a<l. K°52, 9.° 


Si se toma n suíìcientemente grande, l , y por tanto r — a, 
>>uede hacerse tan pequeíio como se quiera. 

Puesto que r — a puede llegar a ser y permanecer menor que 
cualquier cantidad dada, por pequena que sea, síguese que 

a medida que n aumenta, a tiende hacia el límite r. l. c. d. d. 

378. Corolario. Si el nûmero de lados de un poligono 
regular inscrito se aumenta indejinidamente , el cuadrado del 
apotema tiende hacia el del radio como límite. 

En efecto, r 2 - a 2 = ÂM 2 . N.° 338 

Haciendo crecer n, puede hacerse AM, j por tanto AM 2 y r 2 — a 2 , tan 
pequefio como se quiera. 
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Proposición YI. Teorema 

379. Uìi arco circular cualquiera situado dentro del 
espacio determinado por su cuerda y una lînea cual - 
quiera es menor que esta línea. 



B 


Seac BCA un arco circular, y AB su cuerda, 

Demostrar que BCA es menor que cualquier línea envolvente 
trazada de A a B. 

Demostración. De todas las líneas que pueden trazarse entre 
A y B j encierren el área ABC, debe haber por lo menos una 
de longitud mínima, puesto que no todas son iguales. 

Sea A DB una línea cualquiera que encierra la superficie A CB. 
Esta línea no puede ser la más corta; pues si se traza una tan- 
gente cualquiera ECF al arco BCA, BFCEA será menor que 
BFDEA, puesto que FCE < FDE. K° 53, 3.° 

Se demuestra análogamente que ninguna otra línea envol- 
vente puede ser la más corta. 

.*. BCA es menor que toda línea envolvente. l.c.d.d. 

380. Corolaiïio. La circunferencia de un círculo es ntenor 
que el perímetro de todo polîgono circunscrito al círculo. 

381. La circunferencia y el círculo como límites. Las dos propo- 
siciones siguientes se suponen consecuencias de la del n.° 379: 

l. a La circunferencia es el limite del perímetro de un polígono 
inscrito o circunscrito cuyo número de lados aumenta sin cesar. 

2* El área del- círcxdo es el Umite del área de un polígono 
inscrito o circunscrito cuyo número de lados aumenta sin cesar. 
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Proposición YII. Teorema 

382. Dos circunferencias cualesquiera son entre sì 
como sus radios. 




Sean C y C' las longitudes de dos circunferencias de radios r y r’ 
respectivamente. 

Demostrar que C: C r = r: r'. 

Demostración. Inscríbanse en los dos círculos dos polígonos 
regulares semejantes de perímetros p y p'. 

Se tendrá: p :p' = r: r’. N.° 375 

Supóngase que el número de lados de estos polígonos se 
aumenta indefinidamente. 

p y p' tenderán hacia los límites C y C’. N.° 381 

Como se tiene siempre: pr’ = p'r, N.° 261 

síguese que Cr’ = C'r. N.° 207 

C:C’ = r:r’ (n.° 264). l.c.d.d. 

383. Corolario l.° La reladón de la drcunferenda al did- 
metro es un número constante. 

En ef ecto, de la relacion C: C' — r: r' se deduce C: 2 r = C': 2 r'. 

384. E1 símbolo 7r. La relación constante de la circunferencia 
al diámetro se representa por la letra griega n r (pi). 

385. Corolario 2.° Puesto que C : 2 r = nr, síguese que 

< 7=2 7TT. 
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Proposición YIII. Teorema 

386. El área de un polígono regular es igual a la 
mitad déí producto dél perímetro por el apotema. 



Sean p el perímetro, a el apotema y S el área del polígono regular 
ABCDEF. 


Demostrar que S = ^ pa. 


Demostración. Trácense los radios OA, OB, OC, etc. 

E1 polígono queda así dividido en tantos triángulos como 
lados tiene. 

Todos estos A tienen por altura el apotema a, y el área de 
cada A es \ a multiplicado por la base. N.° 325 

Luego la suma de las áreas de todos los A es igual a \a 


multiplicado por la suma de las bases. N.° 52, l.° 

Abora bien, la suma de las áreas de todos los triángulos es 
igual al área del polígono. N.° 52,10.° 

La suma de las bases de los triángulos es igual al perímetro 
del polígono. N.° 52,10.° 

Luego, finalmente, S = \pa. l.c.d.d 


387. Partes semejantes. En círculos desiguales se llaman 
o^cos semejantes, sectores semejantes, segmentos semejantes los 
que corresponden a ángulos centrales iguales. 

Por ejemplo, dos arcos de 30° de dos círculos diferentes son semejantes, 
y también lo son ios segmentos y sectores correspondientes. 
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Proposición IX. Teouema 

388. El área de un cïrculo es igual a la mitad del 
producto de la circunferencia por el radio. 


Sean r, C, S respectivamente el radio, la circunferencia y el área 
de un círculo. 

Demostrar que S — J Cr. 

Demostración. Circunseríbase al círculo un polígono regular 
de n lados. Sean p su perímetro y S' su área. Su apotema es r. 


Por tanto S' = \pr. X.° 386 

Supóngase que n aumenta indefinidamente. 

p tiende hacia el límite C ; N.° 3 81 

r es constante; 

\pr tiende hacia el límite \ Cr. 

Además, S' tiende hacia S. N.° 381 

"Pero S' es siempre igual a \pr. N.° 386 

.*. S = \Cr (n.° 207). l.c.d.d. 


389. Corolario l.° El área de un círculo es igual a 7rr 2 . 
En efecto, S = \ Cr = \r x 2 zrr (n.° 385) = 7 rr 2 . 

390. Corolario 2.° Las áreas de dos círculos cualesquiera 
son entre sí como los cuadrados de los radios. 

391. Corolario 3.° El área de un sector circular es igual 
a la mitad del producto del arco por el radio. 

Ep efecto, área del sector : área del círculo = arco : circuní. 
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EJERCICIO 61 

!• En qué relación están dos circunferencias cuyos diá- 
metros son 1,6 m. y 25 cm. respectivamente ? 

2. La circunferencia de un círculo es 3 veces la de otro. 
I Cuál es la relación de los cuadrados construídos sobre los dos 
radios ? 

3. La circunfereneia de un círculo es j de la de otro. <? Cuál 
es la relación entre las áreas de los triángulos equiláteros cons- 
truídos sobre los dos diámetros ? 

4. La circunferencia de un círculo de 5 cm. de diámetro es 
de 15,708 cm. ^Cuál es la circunferencia interior de un tubo 
cuyo diámetro interior es de 2 cm. ? 

5. Una rueda de 4 m. de circunferencia tiene un diámetro 
de 1,27 m., aproximadamente. ,? Cuál es la circunferencia de 
una rueda de 1,905 m. de diámetro ? ^ Es necesario calcular las 
longitudes de estas circunferencias para determinar la relaciòn 
en que se encuentran ? 

6. Hállense el radio y el apotema de un exágono regular 
cuyo lado es de 2 cm. 

7. Hállense el apotema y el área de un triánguìo equilátero 
cuyo lado es de 2 cm. 

8. E1 radio de un círculo es f del de otro. Si el área del 
menor es de 15,2 cm. 2 , <? cuál es la del mayor ? 

9. Los radios de dos círculos están en la relaciòn de 3,25 
a 1. Si el área del menor es de 17,75 m. 2 , <? cuál es el área del 
nayor ? 

10. Las circunferencias de dos árboles cilíndricos de tras- 
misiòn son respectivamente de 24 y 10 cm. En qué relaciòn 
están las áreas de las secciones trasversales respectivas ? 

11. Detennínese el área de un sector circular cuyo radio es 
de 2,25 m. y cuyo arco es de 1.75 m. 
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Proposición X. Problema 
392 Inscribir un cuadrado en un círculo dado. 



Sea 0 el centro del círculo dado. 

Se desea inscribir un cuadrado en el círculo 0. 

Construcción. Trácense dos diámetros cualesquiera AC, BB 
perpendiculares entre sí. N-° 228 

Trácense AB, BC, CD, DA. 

ABCD es el cuadrado que se busca. 

Demostración. Los ÁCBA, DCB, ADC, BAD son rectos, por 
estar inscritos en semicírculos. N.°215 

Los ángulos centrales son rectos. Por constr. 
Los arcos AB,BC, CD, DA son iguales, N.° 212 
y los lados AB, BC, CD, DA son iguales. N.° 170 
el cuadrilátero ABCD es un cuadrado (n.° 65). l.c.d.d. 

393. Corolario. Inscribir en un círculo dado polîgonos 
regulares de 8, 16, 32 • • • lados. 

Bisectando los arcos Afì, BC, CD, DA se obtiene fácilmente el octó- 
gono regular inscrito. Bisectando los arcos de éste se obtiene el polígono 
regular de 16 lados; bisectando los de éste, el polígono regular de 32 
iados; y así sucesivainente. 

Aplicando este procedimiento puede construírse el polígono regulai 
inscrito de 2" lados, representando por n un entero cualquiera. 
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Proposicióït XI. Problema 
394 - Inscribir un exágono regular en un cïrculo dado. 



Sea 0 el centro del círculo dado. 

Se deaea inscribir un exágono regular en el circulo 0. 

Construcción. Trácese un radio cualquiera OC. 

Haciendo centro en C, con radio CO, descríbase un arco que 
corte la circunferencia en D. 

Trácese CD. 

La recta CD es el lado del exágono que se busca, y por tanto 
el exágono puede construírse determinando los otros puntos 
por arcos consecutivos trazados con CD por radio. 

Demostración. Trácese OD. 

E1 A OCD es equiángulo. X.° 75 

Luego Z COD = £ de 2 rt. = £ de 4 rt.; K° 107 

.-. arco CD = \ de la circunferencia. 

. *. la cuerda CD es el lado del exágono regular inscrito. ï . c. d. d 

395. Corolario l.° Inscribir un triángulo equilátero e* un 
círculo dado. 

Únanse altemativamente los vértices del exágono. 

396. Corolario 2.° Inscribir en un círcuío dado un polígono 
regular de 12, 24, 48 • • • lados. 
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Proposiciôn XII. Problema 
397 . Inscribir un decdgono regular en un círculo dado, 



Sea O el centro del círculo dado. 

/Se desea inscribir un decdgono regular en el circulo 0. 

Construcción. Trácese un radio cualquiera OA. 

Divídase OA en P en medio y extremo, X.° 311 
de modo que OA : OP = OP :AP. 

Haciendo centro en A, descríbase un arco de radio OP , que 
corte la circimferencia en B. 

Trácese AB. 

AB es el lado del decágono regular, que puede construírse 
determinando cuerdas iguales a AB por medio de arcos trazados 
con AB por radio. 

Demostración. Trácense PB, OB. Por construcción, 


OA : OP = OP .AP, y AB = OP ; 

.’. OA:AB—AB:AP. N.° 52,8.° 

Además, Z BA 0=ZBAP ; Ident. 

los A OAB y BAP son semejantes. N.° 288 

Como el A OAB es isósceles, N.° 162 

el ABAP, semejante al OAB, es isósceles; N.° 282 
.*. AB =BP = OP. N °62 
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Como eí A PBO es isósceles, Z.O—Z.OBP. N.° 74 

Además. ZAPB = ZO -\-ZOBP = 2 ZO ; N.° 111 

ZBAP = 2ZO, 

ZOBA = 2 ZO', N.° 52, 8.° 

.*. suma de los Á del A OAB = 5 Z0 = 2rt., N.° 107 
y por tanto ZO=\ de 2rt., ó -jA de 4 rt.; 

arco AB = -A- de la circunferencia, N.° 212 
y la cuerda AB es el lado del decágono regular inscrito. l.c. d. d. 

398. Coholario l.° Inscribir un pentágono regular en un 
círculo dado. 

399. Corolario 2.° Imcribir en un drculo dado polígonos 
regulares de 20, 40, 80 • • • lados. 

Como en otros casos análogos, el procedimiento se reduce a construír 
primero el decágono, bisectar luégo sus arcos, después los nuevos arcos 
ootenidos de esta manera, y así sucesivamente. 

EJERCICIO 62 

Sean r, a, 1, el radio, apotema y lado de un polîgono regular, 
respectivamente, A el ángulo intemo, y 0 el central. Demués■ 
trese que: 

1. En el triángulo regular (equilátero), l = r V3, a = \r, 
A = 60°, 0 = 120°. 

2. En ei cuadriláteroregular (cuadrado), l = r V2, a = \r V2, 
A = 0 = 90°. 

3. En el exágono regular, l = r, a = \r V3, A = 2 0 = 120°, 
0 = \A = 60°. 

4. En el decágono regular, 

= r(VS- 1 ) ) a = i r V íÔ+Y-VB, A = 144®, O = 36”. 


I 
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Proposición XIII. Problema 

400. Inscribir un pentadecágono regular en un cïrculo 
dado. 



Sea dado un círculo cualquiera. 

Se desea inscribir en él un pentadecdgono regular. 

Construcción. Trácense nna cuerda PB igual al radio del 
círculo, una PJ igual al lado del decágono regular inscrito, 
y luégo la AB. 

AB es el lado del pentadecágono regular inscrito, que puede 
construírse determinando los vértices por medio de arcos tra- 
zados con AB por radio. 

Demostración. Arco PB = ^ de circunf., K.° 394 

arco PB = de circunf.; N.° 397 

. *. arco AB = (£ — -Aj) de circunf. = de circunf. 

Síguese pues que la cuerda AB es el lado del pentadecágono 
regular inscrito; l.c.d.d 

401. Corolario. Inscribir en un círculo dado poligonos 
regulares de 30, 60, 120 • • • lados. 

E1 procedimiento es el de bisecciones sucesivas que se ha explicado al 
tratar de otros casos análogos. E1 mismo procedimiento se aplica a la 
construcción de un polígono regular inscrito de 2 n m lados, cuando se 
sabe construír el de m lados. 
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EJERCICIO 63 

1. Dado Tin círculo, <? cuántos círculos del mismo radio pue 
den trazarse que sean tangentes exteriormente aï círculo dado 
y entre sí? 

2. i Cuál es el perímetro de un triángulo equilátero inscrito 
en un círculo de 5 cm. de diámetro ? 

3. Cuál es el perímetro de un triángulo equilátero circuns- 
crito a un círculo de 5 cm. de diámetro ? 

4. i Cuál es el perímetro de un exágono regular circunscrito 
a un círculo de 5 cm. de diámetro ? 

Circunscribir a un círculo dado los polígonos regulares 
siguientes: 

5. Triángulo. 7. Exágono. 9. Pentágono. 

6. Cuadrilátero. 8. Octògono. 10. Decágono. 

11. Describir un círculo cuya circunferencia sea la suma de 
las de dos círculos de radios dados 

12. Describir un círculo cuya área sea la suma de las áreas 
de dos círculos de radios dados. 

13. Describir un círculo cuya área sea 3 veces mayor que la 
de un círculo dado. 


Construir ángulos de: 

14. 18°. 15. 36°. 


16. 9°. 


17. 12°. 


18. 24°. 


Sobre una recta dada construír: 


19. Un triángulo equilátero. 

20. Un cuadrado. 

21. Un exágono regular. 

22. Un octógono regular. 

27. Se desea cortar de un trozo redondo de 80 cm. de diámetro 
un poste cuya sección trasversal sea el mayor octógono regular 
posible. Calcúlese el lado 


23. Un pentágono regular. 

24. Un decágono regular. 

25. Un dodecágono regular 

26. Un pentadeeágono regular. 
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PllOPOSIClÓN XÏV. PnOBLEMA 

402. Dados el lado g el vadio ds un poligouo vecjulav 
inscrito, calcular el lado del polígono regular inscritc 
de doble número de lados. 


p 



Sean AB el lado y OA el radio de un polígono regular inscrito. 

Se desea calcular el lado AP del polígono regular mscrito de 
doible nûmero de lados. 

Resolución. Sean r el radio OA y l el lado AB. 

Trácese el diámetro PQ, que es perpendicular a AB en su 


punto medio M (n.° 177). Tiénese pues: 

AM=\l. 

En el A rectángulo A OM, 

OM 2 = \ T? - N.° 338 

de donde OM = Vr 2 — X.° 52 3.° 

También se tiene : PM = r — OM 

= X.°52, 8.° 

Además, A P 2 = PQ x PM, K° 298 

o, puesto que PQ = 2 r, y PM =r — V?- 2 — -j l 2 , 

AP* = 2 r(r - V?" 5 ~ a P ) • N.°52, 8.° 

de donde AP = V2r(r — Vr 2 — \ / á ) K° 52, 3 : 

= Vr(2r — V4 i â — l 2 ). 


403. Corolario. Si r=l, AP = V~2~— V4 — p. 
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PROPOSICIÓN XV. PllOBLEMA 

404 Ilallar la relaciôn cle la circunferencia al diámetro . 



Sean d el diámetro y C la circunferencia de un círculo. 

Q 

.Se desea calcular el valor de —» o sea , el valor de ir. 
d 

Resolución. 2 nrr — C (n.° 385), y nr = \ C para r — 1. 

Sea, en general, l n el lado de un polígono regular de n )ados. 
Haeiendo r = 1, se tiene también = 1 (n.° 394), y, aplicando 
la fórmula del n.° 403, se obtiene : 



Fórir.ula 

Lado 

Perímetro 


= V2 - V4 - l 2 

0,51763809 

6,21165708 


= V2 - V4 - (0,51673809) 2 

0,26105238 

6,26525722 

^48 

= V2 - V4 - (0,26105238) 2 

0,13080626 

6,27870041 


= \/2 - V4 - (0,13080626) 2 

0,06543817 

6,28206396 

^192 

= V2 - V 4 - (0,06543817) 2 

0,03272346 

6,28290510 


= V2 - V4 - (0,03272346) 2 

0,01636228 

6,28311544 

^768 

= V2 - V4 - (0,01636228) 2 

0,00818121 

6,28316941 


Luego, aproximadamente, C = 6,28317, y nr = 3,14159. 

La relaciòn ir es inconmensurable. E1 valor 3,1416 es suficientemente 
aproximado para casi todos los fines prácticos. Cuando no se requiere 
grande exactitud, ~ es un valor cóinodo. 
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EJERCICIO 64 

Problemas DE CÁLCULO 

Con 3,1416 como valor de i r, determíneme las circunferencias 
cuyos radios son: 

1. 3 cm. 3. 2,7 cm. 5. 7,5 m. 7. 2§ yardas. 

2. 5 cm. 4. 3,4 cm. 6. 6,75 m. ,8. 3 T 7 ¥ pies. 

Calcúlense las circunferencias cuyos diametros son: 

9. 9 cm. 11. 5,9 cm. 13. 2,5 m. 15. 29 cm. 

10. 12 cm. 12. 7,3 em. 14. 3,125 m. 16. 47 mm. 

Calcûlense los ïnfias'de las circunferencias siguientes: 

17. 7 7rm. 19. 15,708 m. 21. 18,8496 m. 23. 345,576 m. 

18. 3£ 7r m. 20. 21,9912 m. 22. 125,664 m. 24. 3487,176 m. 

Calcûlense los didmeiros de las siguientes circunferencias: 

25. 15 7rm. 27. 2?rr. 29. 188,496m. 31. 3361,512 km. 

26. 7T 2 cm. 28. 7 7ra 2 . 30. 219,912 cm. 32. 3173,016 km. 

Hdllense las dreas de los círculos cuyos radios son: 

33. 5íc. 35. 27 cm. 37. 3,125 m. 39. 2,5 mm. 

34. 2 7r. 36. 4,8 cm. 38. 4,625 m. 40. 7,75 cm. 

Hdllense las dreas de los círculos cuyos didmetros son: 

41. 16 ab. 43. 2,5 m. 45. 3,67 m. 47. 3,17 cm. 

42. 24 7T 2 cm. 44. 7,3 m. 46. 4,625 m. 48. 4^ pies. 

Hdllense las áreas de los círculos cuyas circunferencias son: 

49. 2 7r cm. 51. 7 ra. 53. 18,8496 m. 55. 333,0096 m. 

50. 4 7r cm. 52. 14 tto 2 . 54. 329,868 m. 56. 364,4256 m 

Hdllense los radios de los círculos cuyas dreas son: 

57. 12,5664 m. a 58. 28,2744 km. 2 59. 78,54 mm. 2 
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EJERCICIO 65 

Problemas de construcción 

1. Inscribir en un círculo dado un polígono regular seme* 
jante a un polígono regular dado. 

2. Dividir un círculo dado en dos partes equivalentes por 
un círculo concéntrico. 

3. Dividir un círculo dado en n partes equivalentes por 
círculos concéntricos. 

4 . Describir un círculo cuya circunferencia sea la diferencia 
entre las circunferencias de dos círculos de radios dados. 

5. Describir un círculo cuya área sea a la de un círeulo dado 
como mesa». 

6. Construír un pentágono regular, dada una diagonal. 

7. Trazar a un círculo dado una tangente tal que la parte 
de ella comprendida entre el punto de contacto y una recta 
dada sea de longitud dada. 

8. Dado un triángulo equilátero, construír tres círculos 
iguales tales que cadf» uno sea tangente a los otros dos y a 
dos lados del triángulo. 

9. Dado un cuadrado, trazar en su interior cuatro círculos 
iguales tales que cada uno sea tangente a dos de los otros y a 
dos ìados del cuadrado. 

10. Dado un cuadrado, trazar en su interior cuatro círculos 
iguales tales que cada uno sea tangente a otros dos y a un solo 
lado del cuadrado. 

11. Trazar a dos círculos exteriores uno al otro una secante 
común tal que las partes de ella interceptadas por las dos cir- 
cunferencias sean de longitudes dadas a y b. 

12. Por un punto de intersección de dos circunferencias que 
se cortan, trazar una secante común cuya longitud sea igual a 

de un segmento de recta dado. 
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EJERCICIO 66 

PROBLEMAS SOBIIE LUGARES GEOMÉTRICOS 

1. Hállese el lugar geométrico del centro del círculo inscrito 
en un triángulo en que uno de los lados y el ángulo opuesto 
permanecen constantes. 

2. Hállese el lugar de la intersección de las perpendiculares 
bajadas de los vértices a los lados opuestos de un triángulo en 
que un lado y el ángulo opuesto permanecen constantes. 

3. Hállese el lugar de la extremidad de una tangente de 
longitud dada a un círculo dado. 

4. Hállese el lugar de los puntos tales que las dos tan- 
gentes trazadas por cada uno de ellos a un círculo dado former 
un ángulo dado. 

5. Hállese el lugar del punto medio de una recta trazada 
de un punto dado a una recta daaa. 

6. Hállese el lugar de los vértices de los triángulos de 
altura dada construídos sobre una base dada. 

7. Hállese el lugar del punto la suma de euyas distancias a 
dos paralelas dadas es constante. 

8 . Hállese el lugar del punto la diferencia de cuyas distan- 
cias a dos paralelas dadas es constante. 

9. Hállese el lugar de un punto la suma de cuyas distancias 
a dos rectas dadas que se cortan sea constante. 

10. Hállese el lugar de un punto la diferencia de cuyas dis- 
tanoias a dos rectas dadas que se cortan sea constante. 

11 Hállese el lugar de un punto cuyas distancias a dos 
puntos dados estén en la relaciòn m : n. 

12. Hállese el lugar de un punto cuyas distancias a dos 
paralelas dadas estén en la relaciòn m : n. 

13. Hállese el lugar de un punto la suma de los cuadrados 
de cuyas distancias a dos puntos dados sea constante 
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EJERCICIO 67 

CUESTIONARIO DE EXAMEN 

1. E1 lado de un triángulo equilátero es 2 n. Haciendo centro 
en los vértices se describen círculos de radio n. Hállense el 
área limitada por los tres arcos exteriores al triángulo y la 
limitada por los tres arcos interiores. 

2. Si la cuerda de una curva circular de una vía férrea es de 
30 m., y el radio es de 278,87 m., el ángulo central es de 6°10'. 
4 Qué error se comete tomando la longitud de la cuerda por la 
del arco ? 

3. Si se representa por a el lado de un octógono regular ins- 
crito, ^cómo se expresa en función de a el lado del cuadrado 
inscrito en el mismo círculo ? 

4. Las áieas de dos segmentos de círculo semejantes están 
entre sí en la misma relación que los cuadrados de los radios 
o de los diámetros respectivos. 

5. Si un ángulo central de 25° es subtendido por un arco 
de 100 m., ^cuál es el radio del círculo? Dése el resultado 
aproximado hasta décîmas. 

6. Hállense el perímetro y el área de un octógono regular 
inscrito en un círculo de 16 m. de radio. 

7. ^Cuál es el área libre (abertura) de la sección trasversal 
de un tubo cuyo diámetro exterior y espesor son de 30 y 2,5 cm. 
respectivamente ? 

8. Un punto se mueve de tal modo que la diferencia de los 
cuadrados de sus distancias a dos puntos íìjos es constante. 
Demuéstrese que el punto se mueve en una recta perpendicular 
a la que une los dos puntos fìjos. 

9. En un círculo cuyo radio es de 10 cm. se trazan dos 
cuerdas paralelas iguales al radio. Hállese el área de la parte 
del círculo comprendida entre las dos paraleìas. 
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EJERCICIO 68 

FÓRMULAS 

Siendo r el radio ylél lado de un polîgono regular, demués - 
treme las fórmulas siguientes, y hállese con dos deci.males el 
valor de l cuando r — 1: 

1. En el triángulo, l = r V3. 

2 . En el cuadrado, l = r V2. 

3. En el pentágono, l = \ r VlO — 2 Vô. 

4. En el exágono, l = r. _ 

5. En el octógono, l = r\ 2 — V5. 

6. En el decágono, l = Vò — l). 

7. En el dodecágono, Z = r V2 — V3. 

8. Hállese una fórmula para calcular el apotema de un 
pentágono regular de radio r y lado 1. 

9. Demuéstrese que e l apotem a de un polígono regular 
cualquiera es igual a £ V4 r 2 — P. 

10. Siendo l el lado y r el radio de un polígono regular 
inscrito, demuéstrese que el lado del circunscrito semejante 

2 Ir 

68 

11. Hállese una fórmula para calcular el área comprendida 
entre tres circunferencias de un mismo radio r tangentes exte- 
riormente. 

12. E1 perímetro de un polígono regular inscrito de n lados 
es p, y el del circunscrito semejante, P. Hállese una fòrmula 
para calcular p' y P', valores correspondientes en los polígonos 
regulares de 2 n lados. 

13. Un terreno circular de diámetro d está rodeado por un 
paseo de anchura b. Hállese una fórmula para calcular el área 
del paseo. 
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EJERCICIO 69 

Problemas PRÁCTICOS 

1. Si el diámetro de la rueda de una bicicleta es de 70 cm., 
I cuántas vueltas da la rueda en un viaje de 15 km.? 

2. Si la rueda de un coche da 2G4 vueltas en un viaje de 
800 m., i cuál es su diámetro ? 

3. Hállese el área de una carretera de 3 m. de ancho que 
rodea un depòsito circular de agua de 100 m. de diámetro. . 

4. La luz (distancia entre los extremos) de un arco circular 
es de 36 m., y el punto más alto dista 4,5 m. de la línea que une 
los extremos. ^ Cuál es el radio del arco ? 

5. Dos tuberías de abastecimiento de agua, de 15 y 20 cm. 
de diámetro respectivamente, desembocan en otra el área dò 
cuya secciòn trasversal es la suma de las secciones 
de aquéllas. ^Cuál es el diámetro de la tubería 
principal ? 

6. Determínese el área de una cometa hecha 
como se indica en esta figura, en que la parte supe- 
rior es un semicírculo de 44 cm. de diámetro, y la 
inferior un triángulo isósceles de 62 cm. de altura. 

7. Para el dibujo de un arco de mampostería se necesita 
tomar sobre un círculo de 25 cm. de diámetro un arco de 20 cm. 
de longitud. ^Cuál es el ángulo central correspondiente ? 

8. En la arandela que aquí se representa, el diá- 
metro del agujero es de 40 mm. y el ancho de la 
arandela es de 12 mm. ^ Cuál es el área de la sec- 
ción trasversal de la parte sólida ? 

9. Un abanico abierto tiene la forma de un sector de 120° 
y 25 cm. de radio. i Cuál es el área ? 

10. E1 área de un abanico abierto es de 550 cm. 2 . Si el arco 
es de 111°, i cuál es el radio ? 
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EJERCICIO 70 

CUESTIONARIO DE REPASO 

1. ^Qué es polígono regular ? ^Qué es apotema? 

2. ^Qué nombres especiales se dan al triángulo y al cuadri- 
látero regulares ? 

3. Si se conoce el ángulo interno de un polígono regular, 
^ cómo se determina el número de lados ? 

4. Los lados de dos polígonos regulares de n lados son 
respectivamente l y V. ^En qué relación están los radios, los 
•ipotemas, los perímetros y las áreas de los dos ? 

5. Los radios de dos círculos son d y d'. ^Cuál es la rela- 
ci<5n entre las dos circunferencias ? ^ En qué relación están las 
dos áreas ? 

6. i Cuál es el límite del apotema de un polígono regular 
inscrito cuyo nómero de lados aumenta indefinidamente? cuál 
el del lado? ^cuál el del perímetro? ^el del área? ^el del 
ángulo central ? ^el del ángulo interno ? 

7. i Cómo se halla el área de un polígono regular ? ^la de 
uno irregular ? ^la de un cuadrado ? ^la de un triángulo ? ^la 
de un paralelograino ? ^la de un círculo ? ^la de un trapecio ? 
^la de un sector ? 

8. ^Qué polígonos regulares se pueden inscribir jjor los 
métodos dados hasta aquí? Nómbrense tres polígonos regu- 
lares que no se haya aprendido a inscribir. 

9. ^Còmo puede calcularse el área de un círculo cuando se 
conoce la circunferencia ? 

10. ^Cómo puede calcularse la circunferencia de un círculo 
de área conocida ? 

11. ^Cuál es el radio de un círculo en que la longitud de la 
circunferencia y el área del círculo están expresados por un 
mismo número? 
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EJERCICIO 71 

Repaso general de la geometrîa plana 
Digase cómo se clasifican: 

1. Las líneas. 3. Los triángulos. 5. Los polígonos. 

2. Los ángulos. 4. Los cuadriláteros. 6. Los paralelogramos. 

Diganse algunas de las condiciones para que: 

7. Dos triángulos sean iguales. 

3. Dos paralelogramos sean iguales, 

9. Dos triángulos sean semejantes. 

10. Dos rectas sean paralelas. 

11. Dos paralelogramos sean equivalentes. 

12. Dos polígonos sean semejantes. 

Oomplétense los enunciados siguientes : 

13. En todo triángulo el cuadrado del lado opuesto... 

14. Si una trasversal corta dos paralelas ... 

15. En toda proporción el producto de los medios ... 

16. E1 ángulo formado por dos secantes que se cortan tiene 
por medida ... 

17. Los perímetros de dos polígonos semejantes son entre sí 

como_ 

18. Las áreas de dos polígonos semejantes son entre sí ... 

19. E1 área de un círculo es igual a ... 

20. En un mismo círcuio o en círculos iguales, a cuerdas 
iguales... 

21. En un mismo círculo los ángulos centrales son entre sí 
como... 

22. Si dos secantes se cortan dentro o fuera de un círculo, el 
producto de . • - 
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23. Si cuatro segmentos de recta tienen un extremo común 
y el ángulo formado por cada dos segmentos consecutivos es 
igual al opuesto formado por los otros dos, los cuatro segmentos 
son partes de dos rectas que se cortan. 

24. Si sobre los lados de un exágono regular se construyen 
cuadrados exteriores, los vértices exteriores son los de un dode- 
cágono regular. 

25. En todo triángulo rectángulo la mediana de la liipotenusa 
es igual a la mitad de ésta. 

26. Es imposible trazar de los extremos de un lado de un 
triángulo a los otros dos lados rectas que se dividan mutua- 
mente en partes iguales. 

27. E1 rombo es el único paralelogramo circunscriptible. 

28. E1 cuadrado es el único rectángulo circunscriptible. 

29. Ningún paralelogramo oblicuángulo es inscriptible. 

30. Si dos triángulos tienen iguales un lado y el ángulo 
opuesto, los círculos circunscritos son iguales. 

31. Si los círculos inscrito y circunscrito de un triángulo son 
concéntricos, el triángulo es equilátero. 

32. E1 triángulo formado uniendo los puntos de contacto del 
círculo inscrito en un triángulo cualquiera es acutángulo. 

33. Las diagonales de un pentágono regular se cortan en los 
vértioes de otro pentágono regular. 

34. Si dos radios perpendiculares se prolongan hasta su en- 
cuentro con una tangente, las otras tangentes trazadas por los 
puntos de intersección son paralelas. 

35. La recta que une los pies de las perpendiculares trazadas 
a los lados iguales de un triángulo isòsceles por los extremos 
del otro lado es paralela a òste. 

36. La suma de las perpendiculares trazadas a los n ladoa 
de un polígono regular por un punto interior es igual a n veces 
el apotema. 
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37. Si dos ángulos consecutivos de un cuadrilátero son rectos, 
ias bisectrices de los otros dos son perpendiculares entre sí. 


38. Si dos ángulos opuestos de un cuadrilátero son rectos, 
las bisectrices de los otros dos son paralelas o coinciden. 


39. Las rectas que unen los puntos medios de los lados 
opuestos de un cuadrilátero se bisectan mutuamente. 


40. La suma de los ángulos de una estrella de cinco puntas 
o vértices es igual a 2 rectos. 


41. Los dos segmentos extremos determinados en una rectè 
por dos circunferencias concéntricas son iguales. 

42. Las diagonales de un trapecio se cortan de tal modo que 
los segmentos adyacentes a la una base son proporcionales a los 
correspondientes adyacentes a la otra. 

43. Dados los puntos medios de los lados de un triángulo, 
construír el triángulo. 

44. Dividir un triángulo dado en dos partes equivalentes 
por una recta trazada por uno de los vértices. 

45. Trazar a un círculo dado una tangente perpendicular a 
una recta dada. 


46. Dividir una recta en dos partes tales que el cuadrado de 
la una sea igual a dos veces el cuadrado de la otra. 

47. Si dos lados consecutivos de un exágono inscrito son 
paralelos a sus opuestos, los dos lados que quedan son paralelos. 

48. Si por un punto cualquiera de la cuerda común de dos 
circunferencias que se cortan se trazan otras dos cuerdas, una 
en cada círculo, sus cuatro extremidades quedarán en otra 
circunferencia. 


49. Si dos cuerdas se cortan en ángulo recto dentro de un 
círculo, la suma de los cuadrados de sus segmentos es igual al 
cuadrado del diámetro. Discútase el caso en que las cuerdas 
se cortan fuera del círculo o en la circunferencia. 
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50. La bisectriz de un ángulo cualquiera de un cuadrilátero 
inscrito y la del áugulo externo opuesto se cortan en la circun- 
ferencia. 

51. Si de un punto cualquiera interior a un triángulo equilá- 
tero se bajan perpendiculares a los lados, su suma es constante. 

52. Las alturas de un triángulo cualquiera se cortan de tal 
modo que el producto de los dos segmentos de cada una es igual 
al de los dos segmentos de cualquiera de las otras dos. 

53. E1 área de un triángulo es igual al producto del semi- 
perímetro por el radio del círculo inscrito. 

54. E1 perímetro de un triángulo es a un lado cualquiera 
como la altura correspondiente a ese lado es al radio del círculo 
inscrito. 

55. E1 área de un cuadrado dos dc cuyos vértices están en la 
circunferencia y los otros^dos en el diámetro de un círculo es $ 
del área del cuadrado inscrito. 

56. Las diagonales de un cuadrilátero inscrito lo dividen en 
dos pares de triángulos semejantes. 

57. Trazar una recta cuyo largo sea V7,5 cm. 

58. Si de un mismo lado de una recta tomada como base se 
construyen dos triángulos equivalentes, toda paralela a aquélla 
determina en ellos áreas iguales. 

59. Dividir un arco dado en dos partes cuyas cuerdas estósu 
en una relaciòn dada. 

60. E1 área comprendida entre dos circunferencias concén 
tricas es igual al producto de la semisuma de éstas por la 
diferencia de los radios. 

61. Hállese el largo de una correa tesa que une dos poleas 
de 54 cm. de diámetro, cuyos centros distan entre sí 2 m. 

62. En la práctica se construye el eptágono regular inscrito 
tomando por lado la mitad del del triángulo equilátero inscrito 
Hágase la construcción, y véase si es exacta. 





APENDICE 


405. Asuntos tratados, De los muchos asuntos interesantes 
qne se relacionan con los princípios hasta aquí expuestos, se 
estudiarán en este apéndice, aunque sólo brevemente, dos de 
los más importantes: la teoría de la simetría y la de algunos 
valores máximos y mínimos. 

406. Puntos simétricos. Dícese que dos puntos son simétncos 
con respecto a utro, llamado centro de simetna, si éste bisecta la 
recta que une los dos primeros. 

Dos puntos son símétricos con respecto a una recta, llamada 
eje de simetn'a, si ésta es la perpendicular bisectriz de la recta 
que los une. 

407. Figura simétrica. Dícese que una 
figura es simétrica con respecto a un punto 
si el punto bisecta toda recta que pasa por 
él y termina en el contorno de la figura. 

Dícese que una figura es simétrica con 
respecto a un eje si el eje biseeta toda 
perpendicular a él limitada por cl con- 
torno de la figura. 

Es claro que esto sucede siempre que el eje 
divide la figura en dos partes superponibles por 
rotación sobre ál. 

408. Dos figuras simétricas. Dosfiguras 
son simétricas entre sí con respecto a un 
punto o a un eje cuando todo punto de la 
una es simétrico con un punto de la otra. 
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pROPOSICIÓN I. TeOREMA 

409. Si dos lados contiguos de un cuadrilátero son 
iguales, y los otros también lo son, el cuadrilátero 
es simétrico con respecto a la diagonal que une los 
vértices de los ángulos formados por los lados iguales , 
y las diagonáles se cortan en ángulo recto. 



Sea ABCD un cuadrilátero en que AB = AD, CB = CD, y sean 
CA y BD las diagonales. 

Demostrar que CA es un eje de simetría _L a BD. 


Demostración. En los AABC } ADC } 

AB =AD, CB — CD } Por hipdt. 

CA=CA; Ident. 

los A son iguales; N.° 80 

.*. ZBAC =ZCAD } y Z.ACB = DCA. N.° 67 

Luego si el AABC se liace girar sobre A C basta voltearlo, AB 
coincidirá con AD } CB con CD } y OB con OD ; esto es, el AABC 
coincidirá con el ADC. 

Luego CA es un eje de simetría. N.° 407 


Puesto que, en la superposición, OB cae sobre OD, 
Z.BOA = Z.AOD. 

BD es _L a CA (n. 08 26, 27). 


L.C.D.D 
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Proposición II. Teorema 

410 . Si una figura es simétrica con respecto a dos 
ejes perpendiculares entre sí, lo es también con respecto 
ál punto de intersección de esos ejes. 



Sea ABCDEFG3 una figura simétrica con respecto a los ejes 
XX ', YY', que se cortan en ángulo recto en O. 

Demostrar que O es el centro de simetrîa de la jigura. 
Demostración. Sea P un punto cualquiera del contorno de la 
figura. 

Trácense PMQ J_ a YY', y QNR _L a XX'. N.° 227 


PQ es II a IJ', y QR a YY'. K° 95 

Trácense PO, OR, MN. 

Entonces se tendrá: QN = NR. N.° 407 

Además, QN = MO ; N.° 127 

NR = MO ; N.°52, 7.° 

.*. RO es igual y II a NM. 3.° 130 

Análogamente, OP es igual y II a NM ; 

.*. ROP es una recta. N.° 94 


Así pues, el punto O bisecta toda recta que pasa por él y 
termina en el contorno de la figura. 

Luego O es el centro de simetría de la figura (n.°407). l.c.d.d 
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EJERCICIO 72 

1. Indíquense en una figura los ejes de simetría de un 
cuadrado. 

2. Trácese un exágono regular y determínese qué rectas 
son ejes de simetría. 

3. ^Cuántos ejes de siinetría tiene una circunferencia ? 
^Cuál es su centro de simetría ? 

4. Muéstrese cóino pueden dos triángulos iguales cuales- 
quiera colocarse de modo que sean simétricos con respecto a un 
eje. ^Puede uno de los lados hacerse eje de simetría? 

5. Tráíiese una figura que liaga ver que dos triángulos 
iguales pueden colocarse de modo que sean simétricos coiî. 
respecto a un punto. 

6. Demuéstrese que dos figuras simétricas entre sí con res 
pecto a un eje son iguales. 

7. Dos figuras simétrieas entre sí con respecto a un punU 
son iguales. 

8. ‘ 6 Cuáles cuadriláteros tienen un eje de simetría? 

9. ^Cuáles cuadriláteros tienen centro de simetría? 

10. ^Qué clase de polígonos regulares tienen a la vez centro 
y ejes de simetría ? Ilágase ver esto en el exágono. 

11. E1 centro de un círculo es centro de simetría, y todo 
diáinetro es eje de simetría, de la circunferencia. 

12. Demuéstrese que todo triángulo isósceles tiene un eje 
de simetría, y que por consiguiente los ángulos opuestos a los 
lados iguales son iguales. 

13. Dos tangentes trazadas por un puntoa un círculo tienen 
un cje de simetría. 

14. Las cuatro tangentes comunes a dos círculos forman con 
las circunferencias una ficrura simétrica con resnecto a la línea 
de los centros 
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411. Máximos y mínimos. Cuando una magniïud geométrica 
u otra cantidad cualquiera está sujeta a satisfacer ciertas con- 
diciones que no le impiden variar en otros respectos ni cambiar 
de valor, díeese que es un máximo , o que tiene su valor niáximo, 
cuando tiene el mayor valor que puede tener sin dejar de satis- 
facer esas condiciones; y que es un mínimo , o tiene su valor 
minimo, cuando tiene el menor valor que puede tener sin dejar 
de llenar las mismas condiciones. 

En álgebra, por ejemplo, se resuelve el problema de dividir un número 
dado a en dos partes tales que su producto sea máximo. Aquí la condi- 
ción que el producto debe llenar es que la suma de sus factores sea a. 

412. Figuras isoperímetras. Dícese que dos figuras son isope- 
rímetras cuando sus perímetros son iguales. 

Proposiclón III. Teorema 

413. De toclos los tridngulos que tienen dos lados 
constantes, el de área máxima es él triángulo rectángulo 
cuyos catetos son esos dos lados. 



Sean ABC, ABD dos triángulos en que CA = DA 

y Z.BAC = 1 rt. 

Demostrar que 

área ABC > áreaABD. 


Demostración. 

Trácese la altura DP. 

N.° 227 


DA >DP. 

N.° 86 

V 

DA = CA ; 

Por hipót. 


.-. CA > DP. 

N.° 52, 8.° 


'. área ABC> área ABD (n.° 327). l.c.d.d 
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Proposición IV. Teorema 


414. De todos los triángulos isoperimetros de una 
misma base, el isósceles es el de área máxima. 



Sean ABC, ABC' dos triángulos isoperímetros en que AC = BC 
y AC’ no es igual a BC'. 

Demostrar que área ABC> área ABC r . 

Demostración. Prolónguese A C hasta B’, haciendo CB’ = AC. 
Trácense BB' y C’B', y CQ II a AB. 

AC = CB’) .’. BQ = QB’. N.° 135 

También, CA = CB = CB’ ; .\ZB’BA= 1 rt.; .N.° 215 
.*. CQ es _L a BB’. N.° 9T 

Ahora bien, C' no puede estar en AB’, pues de otro modo 
CC’ + C'B sería igual a CB, lo cual es imposible. N.° 53, l.° 
AC + CB'<AC’ + C'B’' f N.° 112 

AC + CB<AC* + C’B’', 

S.AC’ + C’B(=AC + CB)<AC’ + C'B’-, .*. C’B<C’B\ 

C’ no está en CQ, pues de otro modo C’B sería igual a C’B’. 

N.° 150 

C’ no puede estar arriba de CQ (fig. 1), pues de otro modo 
C'B’, < C’P +PB', sería menor que C'B, = C’P +PB’. 

Luego C' está abajo de CQ (fig. 2). 

Luego área ABC > área ABC’ (n.° 327L l.c.d.ix 
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Proposición Y. Teorema 

415 . De los poligonos en que todos los lados menos 
uno son constantes , ei mdximo es el inscriptible en un 
semicîrculo cuyo diâmetro es el lado variable. 



Sea ABCDE el polígono máximo cuyos lados constantes son AB, 
BC, CD, DE, y cuyo lado variable está en la recta MN. 

Demostrar que ABCDE es inscriptible en un semicírculo 
de diámetro EA. 

Demostración. Por cualquier vértice C trácense las diagonales 
CA, CE. 

E1 AACE debe ser el máximo de todos los que tienen CE y 
CA por dos de los lados, y el otro en MN; pues de otro modo, 
aumentando o disminuyendo el ángulo ECA, sin alterar CE ni 
CA, pero aumentando o disminuyendo EA, se podría aumentar 
el área de A CE, sin cambiar el resto del área del polígono, y 
el polígono supuesto no sería el máximo. 

Así pues el A ACE es el máximo que tiene dos de sus lados 
iguales a CE y CA respectivamente, y su otro lado en MN. 

Luego el AA CE es rectángulo. N.° 413 

Por lanto, el vértice C está situado sobre la semicircun- 
ferencia descrita sobre EA como diámetro. N.° 215 

De igual manera puede demostrarse que todos los otros vér- 
tices están situados sobre la misma semicircunferencia. 

Luego el polígono máximo es el inscriptible en un semicírculo 
cuyo diámetro es el lado variable. l.c.d.d 
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Proposición VI. Teorema 

416 , De toclos los polïgonos de lados dados , el inscrip « 
tible es el máximo. 



Sean ABCDE un polígono inscrito cualquiera, y A'B'C'D'E' un 
poligono no inscriptible cuyos lados son respectivamente iguales a 
los del primero. 

Demo8trar que AB CDE > A'B' C'D'E'. 

Demostración. Trácense un diámetro AP por Uvio de los vér- 
tices, y las cuerdas CP y PD. 

Sobre C'D', igual a CD, constrúyase el A C'P'D' igual al CPD, 
y trácese A 'P'. 

Como por hipótesis A'B'C'D'E' no es inscriptible, una de lad 
partes A'P'D'E', A'B'C'P' o ambas son ininscriptibles en el 
semicírculo descrito sobre A'P' como diámetro. 

Ninguna de cstas partes puede ser mayor que su corres- 
pondiente en la otra figura, según el teorema anteriormente 
demostrado. N.°415 

Por tanto, de las partes A'P’D'E', A’B'C'P', una por lo menos 
debe ser menor que su correspondiente en la otra figura, y la otra 
puede ser igual a su correspondiente, pero no mayor. 

.*. ABCPDE > A'B'C'P'D'E') 
de donde, restando los dos A iguales CPD, C'P’D', 

ABCDE > A'B'C'D'E' 


l.c.d.d. 
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Proposición VII. Teorema 

417. De todos los polígonos isoperímetros de un mismo 
número de lados , el equildtero es el máximo. 

b p 



Sea ABCDEF el máximo de los polígonos isoperímetros de n lado* 

Demostrar que el polîgono es equilátero. 

Demostración. Trácese A C. 

E1 A.-l BC debe ser el mayor de los isoperímetros construídos 
sobre A C. De otro modo podría reemplazarse ABC por un 
triángulo mayor APC del mismo perímetro, y esto daría ur 
polígono mayor que ABCDEF , lo que es contra el supuesto de 
que éste es el máximo. 

Luego el AABC es isósceles; N.° 414 

.\AB = BC. 

De igual manera. 

BC = CD, CD = DE, etc. 

Luego el polígono ABCDEF es equilátero. l.c.d.d. 

418. Corolario. El máximo de los poligonos isoperímetros 
de un mismo nûmero de lados es regular. 

En efecto, el polígono máximo, siendo a la vez equilátero (n.°417) 
e inscriptible (n.°416), es regular (n.°366). 
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Proposición VIII. Teorema 

419. De varios polígonos regulares isoperímetros, et 
mayor es el que tiene mayor número de lados. 


c 



a x B 


Sean P y P' respectivamente un triángulo equilátero y el cuadrado 
isoperímetro. 

Demostrar que P r > P. 

Demostración. De un punto cualquiera X de AB, trácese al 
vértice C la recta A' C. 

Inviértase el AAXC, y llévese a la posición CXY, en que 
CY— XA, y XY=AC. 

XBC Y es un cuadrilátero irregular que tiene el mismo perí- 
metro que P' y la misma área que P. 

E1 cuadrado P', siendo regular, es mayor que su isoperímetro 
XBCY. N.°418 

Así pues, un polígono regular de cuatro lados es mayor que 
el isoperímetro regular de tres. 

Puede demostrarse de manera análoga que el cuadrado es 
menor que el pentágono regular isoperímetro, y así sucesi- 
vamente. l.c.d.d. 

Pueden darse como ejemplo el triángulo equilátero y el cuadrado de 
perímetro p. En el triángulo la base es ^p, la altura es gpV3, y el 
Éirea es ^Lp 2 V3, o cerca de 0,048 p 2 . En el cuadrado el lado es \p, y 
el área es -nr-p 2 , <5 0,0625 p 2 . 

Puesto que el perímetro de un polígono regular tiende hacia la circun- 
ferencia a medida que aumenta el número de lados, síguese que de todas 
las figuras planas isoperîmetras el círculo tiene el drea mázima. 
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Proposición IX. Teorema 


420 . De varios poligonos regulares de una misma 
área, el de más lados tiene menor perímetro. 




Sean P, P' dos polígonos regulares de igual área, y de los cuales 
P' tiene mayor número de lados. 

Demostrar que el perímetro de P es mayor que el de P'. 

Demostración. Supóngase un polígono regular P" que tenga 
el mismo perímetro que el P f y el mismo número de lados 
que el P. 

Sean l y l" los lados de P y P" respectivamente. 


P' > P” j 


N.° 439 


Tiénese además, 


P=P r ; 

’.P>P". 

p" ~ l"*’ 


Por hipdt. 


N.° 374 


l>l". 


. •. perímetro de P > perímetro de P". 

.*. perímetro de P > perímetro de P'. l.c.d.d. 


Tómense como ejemplo un triángulo equilátero y un cuadrado, ambos 
de área a 2 . El lado del cuádrado es a, y el perímetro 4a. E1 área del 
triángulo equilátero es ^ í 2 V3 ; por tanto, \ P V3 = a 2 , de donde 


l = —— = 15 a, próximamente; de suerte que el perímetro del triángulo 

1/s 

es aproximadamente 4,5 a, que es mayor que el del cuadrado. 
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EJERCICIO 73 

Máximos y mínimos 


1. De todos los paralelogramos equivalentes de igual base, 
el rectángulo tiene el menor perímetro. 

2. De todos los rectángulos equivalentes, el cuadrado tiene 
el rnenor perímetro. 

3. De todos los triángulos de iguales base y altura, el 
isósceles tiene el menor perímetro. 

4. De todos los triángulos inscriptibîes en un círculo dado, 
el equilátero es el máximo y tiene el mayor perímetro. 

5. Inscribir en un semicírculo el rectángulo máximo. 

6. Hállese el área del triángulo máximo inscrito en un 
semicírculo de 3 cm. de radio. 


7. De todos los polígonos de un número de lados dado que 
pueden inscribirse en un círculo dado, el regular es de área y 
perímetro máximos. 

8. De todos los polígonos de un número dado de lados 
circunscriptibles a un círculo dado, el regular es de área y 
perímetro mínimos. 


9. Hállese sobre una recta dada un punto tal que la suma 
de sus distancias a dos puntos dados sea a 

mínima. Discútase el problema para dife- b 
rentes posiciones de los dos puntos dados c 
con respecto a la recta. 



Si los dos puntos están de un mismo lado de la N\! 

recta, ^qué se sabe de AP -f PB comparada con A' 

A'B ? de A'B comparada con AX + XB ? ^ j de ésta con AX + XB ? 


10. Dividir una recta dada en dos partes tales que la suma 
de sus cuadrados sea máxima. 


11. Dividir una recta dada en dos segmentos cuyo producto 
sea máximo. 






GEOMETRIÀ DEL ESPACIO 


LIBRO YI 

RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 

421. Geometría del espacio. En la geometría jilana se trata de 
íìguras cuyas partes están todas en un mismo plano. En la geo~ 
metría del espacío se trata de iìguras de tres dimensiones, y de las 
propiedades y relaciones de las líneas y superficies en general. 

422. Plano. Lláinase svperficie gjlana, o jjlano, una super. 
ficie tal que la recta que une dos cualesquiera de sus puntos 
tiene todos sus otros puntos en la misma superficie. 

Todo plano se supone de extensión ilimitada, mas es eostumbre repre- 
sentar un plano por un rectángulo en perspectiva. 



423. Determinación de un plano. Dícese que ciertos puntos o 
líneas determinan un plano si el plano los contiene y ningún 
otro plano puede contenerlos todos. 

Cuando decimos que trazamos o hacemos pasar un plano por ciertos 
puntos o líneas, queremos decir que por ellos puede pasar un piano, y 
que se trata de él. 

Cuando de un punto exterior a un plano se traza una recta a él, el 
punto en que ella lo encuentra se llama pie de la recta. 

424. Intersección de dos planos. Llámase intersección de dos 
planos la línea que contiene todos los puntos comunes a los dos. 
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425. Postulado del plano. A1 postulado de que por dos puntos 
puede trazarse una recta, y sólo una, corresponde el siguiente 
relativo al plano: 

Por dos rectas que se cortan puede liacerse jjasar un plano, y 
sólo uno. 

En la primera de las dos figuras siguientes se ve que un plano puede 
hacerse girar sobre una recta, como AB, y tomar así varias posiciones. 
Si otra recta CD corta AB en P, como en la segunda figura, cuando el 
plano en su rotación pasa por C debe también pasar por D, puesto que 
contiene los puntos C y P de la recta CD (n.° 422). Si continúa girando, 
dejará de contener el punto C. 



426. Corolario l.° Una recta y un punto exterior a ella 
determinan un plano. 

Así, ABjC determinan un plano. 

427. Corolario 2.° Tres puntos no situados en línea recta 
determinan un plano. 

En efecto, uno de ellos y los otros dos determinan dos rectas que se 
cortan (n.°425). 

428. Corolario 3.° Dos paralelas determinan un plano. 



En efecto, dos paralelas están en un mismo plano (n.° 93), y una de 
<dlas y un punto P de îa otra determinan un plano (n.° 426). 
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Proposicióx I. Teorema 

429. La intersección de dos planos es una recta. 



Sean MN, PQ dos planos que se cortan. 

Demostrar que la intersecciôn de estos dos planos es una 
línea recta. 

Demostración. Sean A y B dos puntos cualesquiera pertene- 
cientes a la intersección. 

Trácese la recta AB. 

Todos los puntos de A B están en ambos planos. N.° 422 
(Síguese esto de que AB tiene dospuntos en cadaplano.) 

Ningún punto exterior a AB puede estar en ambos planos j 
pues sólo un plano puede pasar por una recta y un punto exterior 
a ella. N.° 426 

Luego la recta A B contiene todos los puntos comunes a los 
dos planos, y es por fanto la intersección de los dos planog 
(n.°424). l.c.d.d 

i Qué teorema de geometría plana corresponde a éste ? 

430. Perpendicular a un plano. Dícese que una recta trazada 
por un punto exterior a un plano y que encuentra el plano es 
perpendicular al jAano cuando lo es a todas las rectas del plano 
que pasan por su pie. Dícese entonces que el plano es tambiéu 
perpendicular a la recta, y que el plano y la recta son perpen 
diculares entre sí. 
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Proposición II. Teorema 

431 . Si una recta es perpendicular a otras dos en su 
punto dt intersección, lo es al plano que determinan. 



Sea AO una perpendicular enOa las rectas OP, OR. 

Demostrar que A 0 es .L al plano MN de estas rectas . 
Demostración. Por 0 trácese una recta cualquieia OQ en el 
plano MN, y otra PJÌ que corte OP, OQ, OJi cn P, Q, Jì. 

Prolónguese A 0 hasta A ', haciendo OA ' = OA , y trácense 
AP y AQ, AR y A'P, A'Q, A'JÌ. 

OP y OR son J§ a AA' en su punto medio; 


AP=A'P, y AR=A'R ; 

N.° 150 

.*. AAPR =AA'PR ; 

tzî 

co 

o 

.*. ZRPA= ZA'PR; 

N.° 67 

Z.QPA =ZA'PQ ; 


APQA=APQA'‘ 

N.° 68 

AQ=A'Q (n.° 67), y OQ es _L a AA' en 0\ 

N.° 151 

ÁO es _L a toda recta del plano MN trazada por 0. 

A 0 es _L al plano MN (n.° 430). 

L.C.D.D 
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PllOPOSICTON- III. Teorema 

432. Todcis las perpendiculares a una recta en un 
mismo punto están en un plano perpendicular a ella en 
ese punto. 


M 



N 


Sea MN un plano perpendicular a la recta OY en 0. 


Demostrar que OP, una pcrpendicular cualquiera a OY en C, 
estd en el plano MN. 

Demostración. Supóngase que el plano de OY y OP eorta el 
MN en OP'. Entonces OY es _L a OP' N.° 430 

En el plano PO Y puede trazarse a OY en 0 sólo una A; N.° 57 
OP y OP' coinciden, y OP está en el plano MN. 

.'. toda 1 a OY en 0 , como OQ, OR, está en MN. l.c.d.d. 


433. Corolario l.° Por un punto de una recta puede 
pasar un plano, y sólo uno, perpendicular a ella. 


434. Corolario 2.° Por un punto exterior a una recta 
puede pasar un plano, y sólo uno, perpendicular a ella, 


Sea P un punto exterior a la recta OY. 
Trácense POyOQJsaOT. Estas rectas 
determinan un plano MN ± a OY en 0. 

Sólo un plano tal puede haber; pues sólo 
una _L puede trazarse de P a OY (n.° 82). 



435. Oblicua a un plano. Dícese que una recta es oblicua a 
lin plano cuando lo encuentra sin ser perpendicular a él. 









278 LIBRO VI. GEOMETRÎA DEL ESRACIO 

Proposición IV. Teorema 

436. Por un punto cualquiera de un plano puede 
trazarse al plano una perpendicular , y sólo una. 



Sea P un punto cualquiera del plano MN. 

Demostrar que por P puede trazarse a MN una perpen- 
dicular, y sólo una. 

Demostración. Trácense por P una recta cualquiera AB e n 
MN, y un plano XY JL a AB, el cual cortará a MN según una 
recta CD. N.° 433 

Por P, y en el plano XY, trácese PQ _L a CD. 

Puesto que AB es por construcción _L a XY, lo es también a 
PQ, que pasa por su pie en el plano XY. N.° 430 

Luego PQ, siendo J_ a AB, y a CD por construcción, lo es al 
plano MN. N.° 431 

Cualquiera otra recta PR trazada por P es oblicua a MN. 
En efecto, PQ y PR determinan un plano. Para evitar con- 
fusiòn, supongamos ahora que XY es el planc de PQ y PR, y 
sea CD su intersección con MN. 

Puesto que PQ es _L a MN, lo es a CD\ N.° 430 
.*. PR es oblicua a CD\ N.° 57 

.*. PR es oblicua a MN. N. 08 430, 435 
.•. PQ es la única perpendicular a MN en P. l.c.d.d 
jj Qué teorema corresponde a éste en geometría plana ? 
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Proposición Y. Teorema 

437 . Por un punto exterior a un plano puede trazarse 
al plano una perpendicular, y sólo una. 



Sea P un punto exterior al plano MN. 

Demostrar quepor Ppuede trazarse una _L a MN, y sólo una. 
Demostración. Trácese en MN una recta cualquiera Elt, y por 
P un plano XY _L a EH (n.° 434), que corte a ésta en C y al 
plano MN en AB. 

Trácense PO A. a AB e n 0, y una recta cualquiera OD de 0 
a EH. Prolónguese PO hasta P', haciendo OP' = OP, y trá- 


cense PC } PD , P'C } P'D. 

Los ÁPCD , P'CD son rectos. N.° 430 

DC =DC } y PC —P'C) K°150 

APCD = AP'CD } N.°69 

PD —P'D (n.° 67), y OD es 1 a PP' en 0; N.° 151 
.*. PO es _L a MN } siéndolo a 0D y AB. K° 431 


Cualquiera otra recta PF trazada de P a MN es oblicua a 
J ÍN. (Demuéstrese esto.) 

. •. P0 es la única _L que puede trazarse a MN por P. l. c. d. d. 

438. Corolario. La perpendicular es la recta mds corta 
entre un punto y un plano. 

La distanda del punto al plano es la longitud de esta perpendicular. 
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Proposición VI. Teorema 

439. Si de un pnnto exterior ci un plano se trazan a 
êl varias oblicuas y una perpmdìcalar, todas las óbli - 
cuas cuyos pies equidistan del pie de la perpendicular 
son iguales ; y de dos oblicuas cuyos pies no equidistan 
dél de la perpendicular, la del pie más distante es la 
mayor. 



Sean PO una perpendicular al plano MN, y PA, PB 7 PC oblicuaA 


y supóngase OB = OC, OA > OC. 

Demostrar que PB —PC,y PA > PC, 

Demostración. En los A OBP, OCP, 


OP = OP , 

Ident. 

OB = OC, 

Por hipót. 

Z.BOP =ZPOC; 

N.° 56 

.'. los A OBP, OCP son iguales ; 

N.° 09 

PB=PC. 

K.° 67 

Supóngase que A, B y 0 están en línea recta. 
Entonces se tiene : CA > OC ; 

Por liipót 

.'. OA > OB. 

(Síguese esto de que, según el supuesto, OC — 

OB.) 

.'. PA > PB. 

ízî 

o 

00 

.'. PA > PC (= PB). 

LC.D.D 

1 Cuál es eJ teorema correspondiente de la geometría plana P 
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440. Corolario l.° Todas las oblicuas iguales trazadas a 
un plano por un punto exterior encuentran el plano a distan - 
cias iguales del pie de la perpendicular bajada del punto al 
plano; y de dos oblicuas desiguales, el pie de la mayor dista 
mds del pie de la perpendicular. 

Si en la figura anterior se supone PB = PC, y se tiene en cuenta que 
los ángulos en 0 son rectos, ^ qué se deduce en cuanto a los A OBP, OCP, 
y a las rectas OB, OC ? 

Adeinás, si PA>P(7, <jqué se sigue en cuanto a PA. comparada con 
PB ? i y en caanto a OA comparada con OB ? 

ò se sigue de aquí en cuanto a OA comparada con OC ? 

441. Corolario 2.° El Xugar geométrico de todos los puntos 
del espacio equidistantes de todos los de una circunferencia es la 
perpendicular alplano de la circunferencia en el centro de ésta. 

En la figura de la página 280, qué debe demostrarse con respecto a todo 
punto de PO, y qué con respecto a todo punto exterior a PO ? (N.° 148.) 

442. Corolario 3.° El lugar geométrico de un punto equi- 
distante de los vértiees de un tridngulo es la perpendicular al 
plano del tridngulo en el centro del circulo circunscrito. 

<j Por qué se deduce esto del corolario 2.° ? 

I De qué es lugar geométrico la perpendicular al plano en eí centro 
del círculo inscrito ? 


443. Corolario 4.° El lugar geométrico de los puntos 
equidistantes de dos puntos dados es el plano que pasa por 
el punto medio de la recta determinada por estos dos puntos 
y es perpendicular a ella. 


lodo punto, como G, de tal plano está en una perpendicular aiBen su 




punto medio 0 (n.° 430). <j Qué relación hay pues entre 
CA y Cfí ? (N.° 150.) 

Ningún punto D exterior al plano MN puede estar 
en una perpendicular a AB en 0. <j Qué se deduce de 
aquí en cuanto a las distancias de D a A y B ? (N.° 150.) 

i Cuál es el teorema correspondiente a éste en la geometría plana í 
<5 En qué difieren las dos demostraciones ? 
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Proposición VII. Teorema 


444 . JDos rectas perpendiculares aun mismoplano son 
paralelas. A c 


M 




Sean AB, CD dos rectas perpendiculares al plano MN. 

Demostrar que AB y CD son paralelas. 

Demostración. Trácense AD, BD, y en MN trácese por D la 
_L EF a BD, y liágase DE = DF. Trácense BE, AE, BF, AF. 

Demuéstrese que los ABDE, BDF son iguales (n.° 69), que 
Z.ADE = Z.ADF = 1 rt. (n.° 80), y que BD, CD, AD están ei 
un misino plano (n.° 432). 

AB está en el mismo plano, N. 0 422 


y AB, CD son J§ a BD. 


N.° 430 

L.C.D.D. 




AB es paralela a CD (n.° 95). 

445. Corolarto l.° Si una de- dosparaìelas esperpendicular 
a un plano, la otra también lo es. 

En efecto, si porun punto cualquiera 0 de G'JD se traza jf 
juia ± a MN, ^ en qué relación estará con AB? (N.° 444.) I 
Aplíquese ahora el n.° 94. >— 

446. Corolario 2.° Dos rectas paralelas a una tercera lo 
son entre sî. 

E1 plano MN ± a CD es ± a AB y EF (n.° 445). 

447. Recta y plano paralelos entre sí. Dícese 
que una recta y un plano son paralelos cuando no se encuentran 
por más que se prolonguen. 


M 

i < 

p E 

n 

ì 
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EJERCICIO 74 

1. ^Por qné se obtiene nn borde recto cuando se dobla una 
hoja de papel? 

2. Si de un punco exterior se trazan a un plano oblicuas igua- 
les y una perpendicular, las oblicuas formarán ángulos iguales 
con las rectas trazadas por sus pies y el de la perpendicular. 

3. Si por el pie de una perpendicular a un plano se traza una 
perp^ndicular a cualquiera recta R del plano, toda recta que 
pase por la intersección de estas dos y corte la perpendicular 
al plano es perpendicular a la R. 

4. Si por un punto exterior a un plano se trazan una per- 
pendicular al plano y otra recta perpendicular a una recta R del 
plano, la que une los pies de las dos perpendiculares es perpen- 
dicular a la R. 

5. De dos vértices de un triángulo se trazan perpendicalares 
a los lados opuestos, y por su intersección, una perpendicular al 
plano del triángulo. Toda recta trazada de esta perpendicular 
a uno de los vértices es perpendicular a la trazada por ese 
vértice paralela al lado opuesto. 

6. Hállese en un plano un punto tal que la suma de sus 
distancias a dos puntos fijos exteriores situados de un mismo 
lado del plano sea mínima. 

Por uno de los puntos, A, trácese AO± al plano, y prolónguese liasta A' 
de suerte que AO =A'0. Únanse A' y el otro punto, B , por una recta, 
que cortará al plano en P. BPA es la línea mínima. 

7. Si se trazan a un plano tres oblicuas iguales por un punto 
exterior, la perpendicular bajada del mismo punto al plano lo 
encuentra en el centro del círculo circunscrito al triángulo cuyos 
vértices son los pies de las oblicuas. 

8. Enúnciense y demuéstrense los teoremas de la geometría 
plana correspondientes a los de los n. 08 444, 445, 446. ^ Por qué 
n' son aplicables a éstos las demostraciones de aquéllos ? 
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Proposición VIII. Teorema 


448. Si dos rectas son paralelas , todo plano que con* 
íiene una sola de ellas es pctralelo a la otra. 



Sean AB, CD dos rectas paralelas, y MN un plano que contiene 
la CD pero no la AB. 

Demostrar que el plano MN es paralelo a AB. 

Demostración. A B y CD están en un mismo plano AD. N.° 93 
Este plano corta el MN en CD. Por hipót. 

La recta AB, por muclio que se prolongue, permanece siempre 
en el plano AD. N.° 422 

Luego, si la recta AB encuentra la MN, debe hacerlo en algún 
punto de CD. !M. 0 422 

Como AB es II a CD, Por hipót. 

AB no puede encontrar a CD ; N.° 93 

.'. AB no puede encontrar al plano MN. 

.'. MN es paralelo a AB (n.° 447). l.c.d.d. 


449. Corolario l.° Por cada una de dos rectas no situadas 
en un mismo plano puede hacerse pasar un plano paraleio a 
la otra, y sólo uno. 

Sean AB y CD las rectas, CE una II a AB, y 
MN el plano de CE y CD. & Qué se sabe del plano 
MN con respecto a AB? ^Por qué no puede haber 
otro plano que satisfaga las mismas condiciones ? 
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450. Corolario 2.° Por unpunto cualquierapuede trazarse 
unplano, y sólo uno , paralelo a dos reetas dadas cualesquiera 
del espacio. 

Sean P un punto cualquiera, y AB, CD las rectas 
dadas. Si por P ss trazan A'B' !l a AB, y C'jy II a 
CD, estas dos lls determinarán un plano MN (n.° 425). 
i Qué puede decirse del plano MN con respecto a 
AB y CD ? & Por qué no puede hacerse pasar por P 
otro plano que llene las mismas condiciones ? 

En la figura del n.° 449, el ángulo DCE se dice ser el ángulo entre AB 
y CD. Análogamente, en la figura del n.° 450, B'PD' es el ángttlo entre 
AB y CD. En general, llámase ángulo de dos rectas cualesquiera dei 
espacio el formado por dos rectas que se cortan y son respectivamente 
paralelas a aquéllas; o, lo que es lo mismo, el formado por una de las 
rectas con otra trazada por un punto cualquiera de ella paralela a la otra. 

451. Planos paralelos. Dícese que dos planos son paralelos , 
o paralelos entre si, cuando no se encuentran, por más que se 
extiendan en todos sentidos. 

EJERCICIO 75 

1. ^Cuál es el lugar geométrico de los puntos de un plano 
equidistantes de dos rectas paralelas trazadas en el mismo 
plano ? <? Cuál es el lugar geométrico correspondiente en el 
espacio, si se dan dos planos paralelos en vez de dos rectas ? 
Trácese la íìgura del caso. 

2. i Cuál es, en un pJano, el lugar geométrico dc los puntos 
equidistantes de un punto exterior dado ? <? Cuál es el caso 
corresj)ondiente en la geometría plana ? 

3. Si una recta es paralela a un plano, tarnbién es paralela 
a la intersección de dicho plano con cualquier otro plano que 
contenga la recta. 

4. Si una recta es paralela a un plano, toda recta paralela a 
aquélla trazada por un punto del plano está contenida en el 
plano. 
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Proposición IX. Teorema 

452. JDos planos perpendículares a una misma recia 
son parcdelos. 



Sean MN, PQ dos planos perpendiculares a la recta AB. 

Demostrar que MN y PQ son paralelos. 

Demo8tración. Si MN y PQ se encontrasen, serían dos planos 
bajados de un mismo punto perpendiculares a una misma recta. 

Esto es imposible. N.° 434 

.*. MN y PQ son paralelos (n.° 451). l.c.u.d. 

EJERCICIO 76 

1. ^Cuál es el lugar geométrico de todos los punto^ que 
equidistan de dos puntos fijos A y B y también de otros dos 
puntos fijos C y D? 

2. ^Cuál es ex ìgar geométrico de todos los puntos del 
espacio cuyas distancias a dos planos dados P y P' son d y d' 
respectivamente ? 

3. } Cuál es el lugar geométrico de todos los puntos equi- 
distantes de dos puntos fijos A y B y cuya distancia a un 
plano dado es d ? 

4. Determinar un punto cuyas distancias a dos planos dados 
sean d y d' y que equidiste de dos puntos dados. ^Puede liaber 
más de un punto tal ? 
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Proposición X. Teorema 



Sean AB, CD las intersecciones de dos planos paralelos MN, PQ 
con un plano RS. 

Demostrar que AB es paralela a CD. 

Demostración. AB, CD están en el plano lìS. Si se encon- 
traran, MN y PQ se encontrarían, pnesto que AB está siempre 
en MN , y CD en PQ. N.° 422 

Pero MN y PQ no se encuentran. N.° 451 

.*. AB es paralela a CD (n.° 93). l.c.d.d. 

454. Corolario l.° Los segmentos de paralelas intercep - 
tados por planos paralelos son iguales. 

En la figura anterior, supóngase A C II a BD. <? Qué relación liay entre 
las rectas en que el plano de iC y BD corta los MN y PQ ? <? Qué clase 
de figura es ACDB ? 

455. Corolario 2.° Dos planos paraleïos equidistan en 
todos sus puntos. 

Por puntos cualesquiera de MN trácense perpendiculares a PQ 
Demuéstrese que son paralelas y por tanto iguales. 
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Proposición XI. Teorema 

456. Si unct recta es perpendicular a uno de dosplanos 
paralelos, es perpendicular al otro. 



Sea AB una perpendicular al plano MN, paralelo al PQ. 

Demostrar que AB es perpendicular a PQ. 


Demostración. Por A B trácense dos planos A E, A F, que corten 
MN en AC y AD, y PQ en BE y BF. 

AC es II a BE, y AD a BF 

N.° 453 

Como AB es _L a AC y AD, 

X.° 430 

es _L a BE y BF, 

N.° 97 

y por tanto al plano PQ (n.° 431). 

L.C.D.D. 


457. Corolario l.° Porunpuntocualquierapuedetrazarse 
un planoy y sólo uno, paralelo a un plano dado. 

I Qué se sabe con respecto a PQ y un plano trazado por A ± a AB? 
Aplíquese ahora el n.° 433. 

458. Corolario 2.° El lugar geométrico de los puntos 
equidistantes de dos planos paralelos es un plano paralelo a 
ellos trazado por el punto medio de una cualquiera de sus 
perpendiculares comunes. 

459. Corolario 3.° El lugar geométrico de los puntos 
equidistantes de dr>s paralelas es un plano perpendicular a 
cualquier perpendicular comûn a ellas , trazado por el punto 
medio de esa vervendicular. 
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Proposición XII. Teorema 

^bO. Si dos rectas que se cortan son paralelas a un 
plano, el plano que determinan también es paralelo dl 
primer plano. 



Sean AC, AD dos paralelas al plano PQ que se cortan en A y 
determinan el plano MN. 

Demostrar que MN es paralelo a PQ. 

Demostración. Trácese AB 1 a PQ. 

Sea BE la intersección de PQ con el plano determinado por 
las rectas A B j A C. 

Sea BF la intersección de PQ con el plano determinado por 
las rectas AB j AD. 

ABesl&BEy BF. N.° 430 

A C j BE están en un mismo plano. Por constr. 

ALora bien, AC no puede cortar BE sin encontrar al plano 
PQ, en que BE está situada. 

AC no puede encontrar al plano PQ, por suponerse que AC 
es paralela a dicho plano. 

.*. BE es II aAC. N.°93 

Análogamente, 

BF es II a AD) 

;.ABes±a,ACj AD-, N. d 97 

AB es ± a MN. N.° 431 

/. MN es paralelo a PQ (n.° 452). l.cd.d 
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Proposicióx XIII. Teorema 

461. Si dos ángulos del es'pacio tienen sus lados res » 
pectivamente paralelos y de un mismo lado de la recta 
que une sus vêrtices, los ángulos son iguales y sus planos 
son paralelos. 



Sean A, A’ dos ángulos cuyos planos son MN y PQ respecti- 
vamente, y cuyos lados son paralelos respectivamente y están 
situados de un mismo lado de la recta AA’. 

Demostrar que AA — Z.Ay que MN es II a PQ. 
Demostración. Háganse AD — A’D’, AC =A'C'. 

Trácense DD’, CC', CD, C'D'. 

Puesto que AD es igual y II a A'D\ 


AA' es igual y II a DD'. N.° 130 

Asímismo, AA' es igual y II a CC '; 

.'. DD’ y CC' son iguales, N.° 52, 7.° 

y DD' y CC' son paralelas; X*° 446 

.‘.CD = C'D'; X.° 130 

o*. los A ADC, A'D'C’ son iguales; X.° 80 

.*. ZA =ZA'. X.° 67 

Áhora bien, MN es II a A'C' y a A'D'. X.° 448 

.'. MN es II a PQ (n.° 460). l. c.d.d. 


i Por qué no so aplica aquí la demostración de la proposición oorre& 
pondiente de geometría plana ? 
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Proposición XIV. Teorema 

462 . Los segmentos determincidos en dos rectas por 
tres planos paralelos son proporcionales. 



Sean MN, PQ, RS tres planos paralelos que cortan las recta? 
AB y CD en los puntos A, E, B, y C, F, 5 respectivamente. 

Demostrar que AE: EB = CF: FD. 

Demostración. Trácese AD,y sea G el punto en que encuentra 
al plano PQ. 

E1 plano determinado por AB y AD ccrta los planos PQ y 
RS en EG, BD respectivamente. 

E1 plano determinado por A D y CD corta los planos PQ y 
MN en GF } A C respectivamente. 


EG es II a BD, 


y GF es II a AC) 

N.° 453 

*. AE :EB — AG: GD, 


y CF: FD = AG: GD. 

N.° 273 

AE: EB = CF: FD (n.° 52, 7.°) 

L.C.D.D. 


Este teorema es la generalización del del n.°275. Puede enunciarse 
aun con mayor generalidad así : Los segmentos determinados en dos rectas 
por un número cualquiera de planos paralelos son proporcionalcs. 

Estúdiese el caso en que las dos rectas se cortan entre los planot.- 
f, Por qué no se aplica aquí la demostración del teorema correspondientel 
de geometría plana (n.° 275) ? 
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EJERCICIO 77 

1. ^Cuál es el lugar geométrico de las rectas que pasan por 
un punto dado y son paralelas a un plano dado ? 

2. <? Cuál es el lugar de un punto que está en un plano dado 
y equidista de dos puntos exteriores al plano ? 

3. ^Cuál es el lugar de un punto equidistante de tres puntos 
dados no situados en línea recta ? 

4. <? Cuál es el lugar de un punto que equidista de dos pîanos 
paralelos dados y también de dos puntos dados ? 

5. ^Cuál es el lugar de un punto tal de un plano que su 
distancia a una recta dada del plano es constante ? <? Cuál el 
de un punto cuya distancia a un plano dado es constante ? 

6. La recta AB encuentra tres planos paralelos en A, E, B\ 
y la CD los encuentra en C, F, D. Si AB = 6, EB = 8, CD = 12, 
calcúlense CF y FD. 

7. Si en el problema anterior se dan A B = 8, CF= 5, CD = 9, 
calcúlense AE, EB. 

8. Trazar una perpendicular a un plano por un punto dado 
exterior al plano. 

9. En un punto dado de un plano, levantar una perpendi- 
cular al plano. 

10. Se demuestra en geometría plana que si tres o más 
paralelas interceptan segmentos iguales en una trasversal, in- 
terceptan segmentos iguales en cualquiera otra. Enúncicse y 
demuéstrese el teorema correspondiente de la geometría del 
espacio. 

11. Se ha demostrado que la recta que une los puntos medios 
de dos lados de un triángulo plano es paralela al tercer lado. 
Enúnciese y demuéstrese un teorema semejante relativo a los 
planos que pasan por 3os puntos medios de dos lados de un 
triángulo. 
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463. Ángulo diedro. Llámase diedro , o ángulo diedro , la aber 
tura o inclinación de dos planos 
que se cortan. 

En esta figura los planos AM y BN 
son las caras del diedro que forman. 

Su interseeción AB se llama arista 
del diedro. 

Un diedro se nombra por letras 
puestas sobre la arista, o sobre la 
arista y las caras, o por medio de una letra escrita dentro del diedro, 
Así, el ángulo que aquí se representa puede leerse A B, o M-AB-N,'o d. 

464. Magnitud de un diedro. La magnitud de un diedro de- 
pende de la rotación necesaria para llevar una de las caras, 
haciéndola girar sobre la arista, a la posieión de la otra. 

Como queda dicho (n.° 22), cosa análoga se aplica a los ángulos planos. 
La diferencia consiste en que un ángulo plano es engendrado por la rota- 
ción de una rccta sobre un punto—el vértice; y un diedro, por la rotaciór» 
de un plano sobre una recta—la arista. 

465. Diedros adyacentes. Dícese que dos ángulos diedros son 
adyacentes cuando t'ienen una 
misma arista y una cara co- 
mún comprendida entre las 
otras dos. 

Por ejemplo, M-A B-N y N-BA-P 
son diedros adyacentes. (Véase lo 
dicho en el n.° 25.) 

466. Diedro recto. Cuando dos planos se encuentran formando 
diedros adyacentes iguales, estos diedros se llaman diedros rectos. 

Los términos agudo, obtuso, entrante, complementano, suplementario, 
aplicados a los diedros, tienen significados análogos a los deíìnidos al 
tratar de los ángulos planos, mas su empieo no es frecuente con respecto 
a los diedros. 

467. Planos perpendiculares. Dícese que dos planos que se 
cortan son perpendiculares entre sí cuando los diedros que 
forman sòn rectob 
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468. Angulo plano de un diedro. E1 ángulo formado por dos 
rectas trazadas por un mismo punto de la arista de un diedro, 
una en cada cara del diedro, y ambas perpen- 
diculares a la arista, se llama ángulo plano del q, 
diedro. 

(X\ 

E1 ZAOB es el ángulo plano del diedro 00" si OA 
y OB son _ls a O'O". 

469. Corolario. La magnitud del dngulo plano de un diedn 
es independiente de la posición del vértice. 



E1 alumno puede demostrar fácilmente la igualdad de los ángulos 
AOB, A'O'B', A"0"B", todos los cuales satisfacen las condiciones de la 
definición del n.° 468. (Véanse los n. os 95 y 461.) 


470. Comparación de los diedros y los ángulos planos. Es fácil 
ver que los diedros tienen muchas propiedades semejantes a 
las de los ángulos planos, y que muchos teoremas aplicables 
a éstos son, con un ligero cambio de palabras, aplicables a 
aquéllos y se demuestran por análogos razonamientos. Las 
proposiciones que se dan a continuación servirán de ejemplos 
de esta correspondencia: 

1. R Dosplanos que se cortan forman diedrosadyacentessuplementarios. 

2. a Si la suma de dos diedros adyacentes es igual a dos diedros rectos, 
sus caras exteriores están en un misino plano. 

3. R Dos diedros opuestos por la arista son iguales. (Por analogía con 
los ángulos opuestos por el vértice, qué debe entenderse por diedros 
opuestos por la arista?) 

4. a Si un plano corta dos planos paralelos, los diedros correspondientes 
son iguales; los alternos-intcrnos son iguales ; y los externos o internos 
de un mismo lado del plano secante son suplementarios. QQué debe 
entendersc por plano secante de otros?) 

5. a Si un plano corta otros dos formando con ellos diedros correspon- 
dientes o alternos iguales, y las aristas de estos diedros son paralelas, 
los dos planos son paralelos. 

6. a Si las caras de un diedro son repectivainente paralelas a las de otro, 
los diedros son o iguales o suplementarios. 

7. a Dos diedros cuyas caras son respectivamente perpendiculares J 
cuyas aristas son paralelas son o iguales o suplementarios. 
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Propostción XV. Teorema 

471. Si ïos dngulos planos cle dos diedros son ìguales^ 
ïos dos diedros son iguales. 



Supóngase que los ángulos planos ABD, A'B'D' de los dos diedros 
dy d' son iguales. 

Demostrar que diedro d = diedro d\ 

Demostración. Colóquese el diedro d' sobre el d, de manera 
que los dos ángulos planos A'B'D' y ABD, que se suponen 
iguales, coincidan. 

Ahora bien. 

B'C' es _L a A'B' y D'B' ; N.° 468 

.'. B'C' es _L al plano A'B'D'. N.° 431 

.*. B'C' será también _L al plano ABD en B. N.° 53, 5 ° 

Síguese de aquí que 

B'C' tomará la dirección de BC. N 0 436 

Puesto que los planos A'B'C’ y ABC tienen comunes las rectas 
concurrentes AB y BC, por las cuales no puede pasar más de 
un plano, dichos planos coinciden. N.° 425 

Puede asímismo demostrarse que los planos D'B'C' y DBC 
son en realidad uno. 

Así pues, los dos diedros d y d' coineiden en todas sus partes 
y son por tanto ìguaíes. l.c.d.u 
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Proposición XVI. Teorema 

472. Dos diedros cualesquiera son entre si covio sus 
dngulos planos respectivos. 



Sean BC , B’C' dos diedros, y sean ABD , A'B’D' sus ángulos 
planos respectivamente. 

Demostrar que /.B'C':/.BC = Z.A'B , D':/.ABD. 

Caso l.° Cuando los ángulos planos son conmensurables. 

Demostración. Supòngase que los ángulos ABD j A'B'D' 
(figs. 1 y 2) tienen una medida común, y que esta medida 
está contenida m veces en el ángulo ABD j n veces en el 
ángulo A’B'D'. Los valores numéricos de estos ángulos, en 
función de esa medida, son pues m j n respectivamente, y 
por tanto, /A'B'D':/ABD = n:m. 

Trácense rectas que dividan estos ángulos en ángulos iguales 
a su común medida, y por ellas y las aristas trácense planos 
correspondientes. 

Estos planos dividirán el ángulo BC en m partes iguales entre 
si, y el B'C' en n partes iguales entre sí y a las del BC (n.° 471) 
Lue S° /B'C':/BC = n:m, 

j, combinando esta proporción con la anterior, 

/B’C':/BC =/A'B'D':/ABD (n.° 52, 7.°). lxdd 
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Caso 2.° Cuando los dngulos planos son inconmensurables. 

Demostración. Divídase el ZA BD en nn número cualquiera de 
partes iguales, y tòmense succesivamente en A 'B'D' (figs. 1 y 3) 
tantas de esas partes como se pueda. 

Puesto que en este caso los ángulos planos son inconmen- 
surables, esta última operación dejará un residuo EB'D' menor 
que una de las partes. 

Trácese un plano por B'E y B'C'. 

Puesto que los ángulos planos de los diedros A-BC-D y 
A'-B'C'-E son conmensurables, 

A'-B'C'-E :A-BC-D = ZA'B'E :ZABD. Caso l.° 


Aumentando el número de divisiones del ángulo ABD, se 
disminuye la magnitud de cada parte, y así el residuo EB'D' 
puede hacerse menor que cualquier ángulo dado, por pequefío 
que sea. 

Por tanto, el ZEB'D' tiende liacia cero a medida que se 
aumenta el número de partes, y al mismo tiempo el diedro 
E-B'C’-D' tiende liacia cero. N.° 204 

Luego el ZA'B'È tiende hacia el A'B'D' , y el A'-B'C'-E hacia 
el A'-B'C'-D’. 


.’. la variable 


ZA'B'E 

ZABD 


tiende hacia 


ZA'B'D' 

Z.ABD 


. . ,. ZA'-B'C'-E L . , . . ZA'-B'C'-D' 

y la vanable . — tiende hacia - 


ZA-BC-D 


Pero 


ZA-BC-D 
Z A ’-B'C'-E 


ZA'B'E 

-ZIM ea slem í ,re >gual a 


ZA'-B'C'-D[ 
' ' ZA-BC-D 


za'b'd' 

ZABD 


(n.° 207). l.c.d.d 


473. Corolario. El ángulo plano de un diedro puede to 
marse por medida del diedro. 

En la práetica, un diedro se expresa siempre por su ángulo plano 
Así. un di«dm de 40° es un diedro cuyo ángulo plano es de 40°. 
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Proposición XVII. Teorema 

474 . Si dos planos son perpendimlares entre sí, toda 
recta perpendicular a su intersección y contenida en uno 
de éllos es perpendicular ál otro. 



Sean MN y PQ dos planos perpendiculares entre sí, y CD una 
recta trazada en PQ perpendicular a la intersección AB de los dos 
planos. 

Demostrar que CD es _L a MN. 

Demostración. En MN trácese DE _L a AB. 

Z.EDC = 1 rt., N.° 473 

Z CDA = 1 rt. Por hipòt. 

.-. CD e s x a MN (n.° 431). l.c.d.d. 

475. Corolario l.° Si dos planos 8on perpendiculares entre 
si, toda recta perpendicular a uno de ellos y que corta su inter- 
sección es una recta del otro. 

I Será perpendicular al plano MN una recta CD trazada en PQ per- 
pendicular a AB ? 

476. Corolario 2.° Si dosplanos son perpendiculares entre 
sí, una perpendicular trazada a uno de ellos por un punto 
cualquiera del otro estará contenida en ese otro. 

I Será _L a MN una recta CD trazada de ClaiB? 
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Proposición XVIII. Teorema 

477 . Si una recta es perpendicular a un plano, todn 
plano que pasa por ella también lo es. 



Sean CD una perpendicular al plano MN en D, y PQ un plano 
que contiene a CD y corta a MN en AB. 

Demostrar que PQ es ±a MN. 

Demostración. En el plano MN trácese DE perpendicular a 


la intersección AB. 

Puesto que CD es _L a MN, p or hipòt. 

CD es JL a AB ; N.° 430 

Z.EDC es la medida del Z.N-AB-P. K° 473 
ZEDC =■ 1 rt. N.° 430 

/. PQ es ± a MN (n.° 467). l.c.d.d. 


EJERCICIO 78 

1. Todo plano perpendicular a la arista de un diedro es 
perpendicular a las caras. 

2. Si dos rectas son perpendiculares entre sí, ^ es perpen- 
dicular a una de ellas todo plano que contiene la otra ? 

3. Si tres rectas concurrentes son perpendiculares entre sí, 
l lo son los planos que determinan ? 
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Proposición XIX. Teorema 


478 . Si un plano es perpendicular a otros dos, lo es 
a su intersección. 



Sea PQ un plano perpendicular a los dos planos BC, BD, que se 
cortan en AB. 


Demostrar que AB es _L a PQ. 

Demostración. Sean BF j BE las intersecciones de PQ con 
BC j BD respectivamente. 

Por un punto cualquiera A de AB trácense i.V 1 a BE, 
yAY±&BF. ax j AY son Js a PQ. X.° 474 

Mas es imposible trazar dos perpendiculares al plano PQ por 
un punto exterior, N.° 437 

o por un panto de PQ', N.° 436 

AX j AY coinciden. 


Pero AX yiFno pueden coincidir a menos que ambas estén 
en los dos planos. 

Como todos los puntos comunes a los dos planos están 

enAB, a v * ‘/3 . j-, N.° 429 

A X j A Y coinciden con A B. 

.*. AB es ± al plano PQ. i.c.ò.j. 


Obsérvese la dirección de la intersección de dos paredes de un cuarto 
con relación al suelo o al techo. 

En la demostración anterior, <>por qué no puede la intersección Aiì 
ser paralela al plano PQ ? 
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PROPOSicióisr XX. Teorema 

479 . El lugar geométrico de los puntos equidistantes 
de las caras de un diedro es el plano bisector del diedro. 



Sea AM el plano bisector del diedro cuyas caras son AD y AC. 

Demostrar que A M es el lugar geométrico de todos los puntos 
equidistantes de A D y AC. 

Demostración. Sea EOF un plano _L en 0 a AO, intersección 
de los planos AD y AC. 

Puesto que AO es _L a EOF, 
los planos AD, AM y AC son _k a EOF. No.° 477 
Por un punto cualquiera P de la intersección de AM y EOÍ 


trácense PF A. a OF, y PE JL a OE. 

PF es ±&AD,y PE &AC. X.° 474 

PF y PE son pues las distancias de P a A D y A C. N.° 438 
Puesto que A 0 es _L a OF, OP y OE, N.° 430 
OP es la bisectriz del Z.FOE, N.° 473 


y por tanto el lugar de los puntos equidistantes de OF y OE. 

V.° 152 

Luego AM, que contiene todos los- puntos P, es el lugar de 
los puntos equidistantes de AD y AC. l.c.d.d. 
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Proposición XXI. Teorema 

480. Por una recta que no esperpencLicular a unplano 
puede hacerse pasar un plano perpendicular a aquél, y 



Sea AB una recta que no es perpendicular al plano MN. 

Pemostrar que por AB puede hacerse pasar un plano , y sóU 
uno , perpendicular a MN. 

Demostración. De un punto cualquiera X de AB bájese XY 
perpendicular a MN, 

y por AB y XY trácese un plano AP. N.° 425 
E1 plano AP es ± al MN. N.° 477 

Además, si por AB pudieran pasar dos planos J§ a MN, su 
intersección AB sería _L a MN. N.° 478 

Esto es imposible, pues.tc que AB no es _L a MN. Por hipòt. 

Luego por AB puede hacerse pasar un plano, y sólo uno, 
perpendicular al plano MN. l.c.d.d. 


de un punto sobre un plano el pie de la per- 
pendicular del punto al plano. 

482. Proyección de una línea. Llámase pro- 
yección de una línea sobre un plano la línea 
formada por las proyecciones de los puntos de aquélla. 


M j 

|r 







il 




> 

M 
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Proposición - XXII. Teorema 

483 . La jjì'oyección de una recta sobre unplano que no 
es perpendicular a la recta es una recta. 

B 



Sea A'B' la proyección de una recta AB sobre un plano MN que 
no es perpendicular a AB. 

Demostrar que A'B' es una recta. 

Demostración. De un punto cualquiera X de AB trácese una 
perpendicular ATa MN, 

j trácese un plano AP por XY j AB. N-° 426 
AP es _L a MN, N.° 477 

j contiene todas las Js trazadas de AB a MN. X.° 476 
Luego A'B' es la intersecciòn de estos dos planos. 

Luego A'B' es una recta (n.°429). l.c.d.d. 

484. Corolario. Si una recta es perpendicular a un plano , 
su proyección sobre ese plano es un punto. 

485. Angulo entre una recta y un plano. Llámase ángulo de 
una recta y un plano, o de una recta con un plano, el formado 
por la recta con su proyección sobre el plano. Llámase también 
este ángulo, sobre todo en el lenguaje ordinario, inclinación de 
la recta al plano. 
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Proposición XXIII. Teorema 

486. El ángido cigudo que una recta forma <*on su 
proyeccion sobre un plano es menor que el que forma. 
con cualquiera otra recta del plano . 



Sean AB una recta que encuentra en A al plano MN; AB' la 
proyección de AB sobre MN , y AD otra recta cualquiera del plano 
trazada por A. 

Demostrar que Z B'A B <Z DAB. 

Demostración. Hágase AD igual a la proyección AB', y luégo 
trácense BB' y BD. 

En los ABAB' y BAD , 

AB — AB , Ident. 

AB' = AD, Por constr. 

BB’ < BD. X.° 438 

.-. ZB'AB < ZDAB (n.° 116). l.c.d.d. 

Si el ZB'AB es el menor que AB puede formar con una recta del 
pìano, i qué se deduce en cuanto a BAC comparado con los ángulos que 
AB forma con otras rectas del plano ? Enúnciese la respuesta en forma 
de teoreina general. 

^Cómo puede interpretarse el teorema si AB es paralelaal plano ? ^si 
es perpendicular al plano ? 

Si AD gira sobre el punto A de la posición AB' a la AC, ^ cómo varía 
el ángulo DAB ? 
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EJERCICIO 79 

1. ^En qus caso es la proyección de un segmento de recta 
sobre un plano igual al segmento ? 

2. De un punto A, distante 10 cm. de un plano MN, se traza 
al plano una oblicua A C de 12,5 cm. Ilállese el área del círculo 
descrito por C cuando la oblicua gira alrededor de la perpen- 
dicular bajada de A a MN. 

3. De un punto A, distante 20 cm. de un plano MN, se baja 
a MN una perpendicular AB. Con centro B se describe en el 
plano una circunferencia de 15 cm. de radio. Por un punto C 
de ésta circunferencia se traza una tangente CD de 60 cm. 
Calcúlese la longitud de la recta A D. 

4. Los ángulos formados con un plano por oblicuas iguales 
concurrentes son iguales. 

5. Por un punto situado a 20 cm. de un plano se trazan al 
plano yarias oblicuas de 25 cm. de longitud. Dígase lo que se 
sepa con respecto al lugar geoinétrico de los pies de todas estas 
oblicuas. 

6. Dadas tres rectas concurrentes no situadas en un mismo 
plano, ^còmo puede trazarse una recta que forme con ellas 
ángulos iguales ? 

7. Por un punto cualquiera P se trazan las perpendiculares 
PX yPFa dos planos MN j AC que se cortan en AB. Por Y 
se traza YZ perpendicular a MN. Demuéstrese que XZ es 
perpendicular a AB. 

8. Si la longitud de la sombra de un árbol situado en terreno 
horizontal es mayor que el alto del árbol, i menor que qué 
ángulo debe ser el formado por los rayos solares con el plano 
horizontal ? 

9. «jCómo se determina un punto situado a una distancia 
dada de un plano dado y equidistante de tres puntos dados 
del plano ? 
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Proposición XXIV. Teorema 

487 . Dos rectas no situadas en un mismo plano tienen 
una perpendicular común que las corta a ambas, y sólo 
una. 


p 



Sean AB y CD dos rectas no situadas en un mismo plano. 

Demostrar que AB y CD tienen una perpendieuiar comûn 
que las corta a ambas , y sólo una. 

Demostración. l.° Por un punto A de AB trácese AG II a DC. 

E1 plano MN de AB y AG es II a DC. X.° 448 
Por DC trácese el plano PQ ± a MN en D'C'. N.° 480 
DC no puede encontrar a D'C', puesto que es II a MN \ 

DC es II a D'C'; N.° 93 

si AB es II a D'C’, lo es a DC. X.° 446 

Pero AB no es II a DC, pues no están en un mismo plano; 

.'. AB encuentra D'C' en un punto C'. 

Trácese C'C _L a MN. 

C'C es _L a A B y a D'C'. N.° 430 

Puesto que C'C es _L a D'C' y está en PQ, N.° 475 

r?'c os _L a DC. N.° 97 

Luego las dos rectas tienen una perpendioular oomun. 

Falta demostrar que no nueden tener más de una. 
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2.° Supóngase que tengan otra perpendicular común EA que 
las corte a ambas. 

EA debe ser X a A G } N.° 97 

y por tanto al plano MN. N.° 431 

Trácese EE' _L a D’C’. 

EE’ debe ser _L a MN, N.° 474 

lo cual es imposible, si EA también es _L a MN. N.° 437 

Luego la suposición de que puede existir más de una per- 
pendicular conduce a un absurdo. 

Luego, finalmente, las dos rectas tienen una perpendicular 
común, y sólo una. l.c.d.d. 

488. Corolario. La perpendicular comûn que corta dos 
rectas es la menor distancia entre ellas. 

I Qué puede afirmarse de CC' comparada con EE' ? 

I Qué puede demostrarse en cuanto a EE' comparada con EA ? 

EJERCICIO 80 

1. Las proyecciones de paralelas sobre un plano son paralelas. 

2. Si dos planos son perpendiculares entre sí, y una. reota es 
perpendicular auno de ellos, ^qué propiedad tiene oon respeoto 
al otro ? 

3. Si tres rectas concurrentes en P encuentran otra que no 
pasa por P, las cuatro están en un mismo plano. 

4. Siete rectas, de las cuales ningunas tres están en un 
mismo plano, se encuentran en un punto. i Cuantos planos 
determinan ? 

5. Una vasija cúbica de 10 cm. de profundidad contiene agua 
hasta 7 cm. del fondo. Si se coloca una varilla de 12 cm. de 
modo que uno de sus extremos se apoye en el fondo y el otro 
en el borde superior, ^cuánto de ella se mojará? Hágase un 
croquis de la vasija con la varilla. 
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489. Angulo poliedro. Llámase ángulo poliedro la abertura de 
tres o más planos que se encuentran en un punto. 

E1 punto común V se llama vértice del ángulo; las intersecciones 
c°mo VA, VB, de los planos se llaman aristas. Los ángulos formados 
P°r los planos se llaman diedros del ángulo, y los for- 
mados por las aristas, caras del ángulo. Se observará 
que el término caras se aplica también a los planos de 
un diedro. 

Las caras y los diedros de un ángulo poliedro son las 
partes del ángulo. 

490. Magnitud de un ángulo poiiedro. La magnitud de un án- 
gulo poliedro depende de las posiciones relativas de ios planos 
que lo forman, y no de la extensión de dichos planos, que se 
suponen ilimitados. 

' 491. Ángu.'es poliedros cóncavosy convexos. Un ángulo poliedro 

es cóncaoo o conoexo según que la sección determinada por un 
plano que corta fuera del vértice todas las aristas sea un polí- 
gono cóncavo o convexo. 

Aquí se tratará sólo de los convexos. 



492. Clasificación de los ángulos poliedros. Llámase ángulo trie- 
dro, o triedro simplemente, el ángulo poliedro formado por tres 
planos. 

Los ángulos poliedros de cuatro, cinco, etc. planos se llaman ángulos 
tetraedros, pentaedros, etc.; pero estos nombres rara vez se usan. 

Un ángulo poliedro se nombra por medio de una letra escrita en el 
vértice, o por medio de ésta y otras escritas sobre las aristas. E1 triedro 
de la figura anterior puede llamarse ángulo V o ángulo V-ABC. 

493. Angulos poliedros iguales. Se 

dice que dos ángulos poliedros son 
iguales cuando consisten de partes 
iguales semejantemente dispuestas. 

Los triedros V-ABC, V'-A'B'C' repre- 
sentados en esta figura son iguales. Dos ángulos poliedros iguales i 
evidentemente congruentes. 
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Proposición XXV. TeopvEma 


494 . La sama cle dos caras cualesquiera de un triedro 
es mayor que la otra cara. 

r 



Sea V-XYZ un triedro cuya cara mayor es XVZ. 

Demostrar que ZXVY+Z YVZ > ZXVZ. 


Demostración. En el /.XVZ fcrácese VW de tal suerfce que eì 
ángulo XVW sea igual al A' VY. 

Por un punto cualquiera D de V W fcrácese la recfca ADC en 
el plano X VZ. 

Iiágase VB = VD. 

Trácese un plano por A C y B. 


Puesto que AV — A V, VD = VB, y /AVD =/A VB, 

los A A VD, A VB son iguales (n.° 68), y AD = AB. X.° 67 


En el A ABC, AB + BC> AD + DC. X.° 112 

Puesto que A B = AD, síguese que BC > DC. X.° 52, 4.° 
En los ABVC j DVC, 

VC = VC, VB = VD, BC>DC ; 

.*. /BVO/DVC’, K°116 

/AVB +/BVC > /AVD +/DVC, X.°52, 4.° 
esto es, /AVB+/BVO/A VC, X.° 52,8.° 

osea, /XVY + /YVZ>/XVZ. l.c.d.d. 
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Proposición XXVI. Teorema 

495. La suma de las caras de un ángulo poliedro es 
menor que cuatro rectos. 


v 



Sean V un ángulo poliedro, y ABCDE un polígono determinado 
por un plano que corta las aristas.' 

Demostrar qae Z.AVB +ZBVC 4- • •. < 4rt. 

Demostración. Por un punto P interior al polígono trácense 
rectas a los vértices. Fòrmanse así varios triángulos que tienen 
el vértice común 1\ 

E1 número de estos triángulos es evidentemente igual al de 
los que tienen el vértice común V. 

Por consiguiente, la suma de los A de los A que tienen el 
vértice común P es igual a la suma de los A de los A que 
tienen el vértice común V. 

En los triedros formados en A, B, C..., 

ZVBA +ZCBV > Z CBA . . X.° 494 

Luego la suma de los ángulos en A, B ... de los A de vértice 
V es mayor que la de los A de vértice P. N.° 52, 5° 

Luego la suma de los ángulos en V es menor que la de los 
ángulos en P. N.° 52, 6.° 

Como la suma de los A en P es 4 rt., X.° 41 
la suma de los A en V es menor que 4 rt. 


L. CD.D. 
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496. Ángulos poliedros simétricos. Si los planos de un ángulc 
poliedro V-ABCD se prolongan por el vértice V, se fovma otro 
ángulo poliedro V-A'B'C'D', que 
es simétrico del V-ABCD. 

Las caras A VB, BVC . . . son 
iguales respectivamente a las AVB', 

B'VC'. . . (n.° 60). 

Los diedros VA, VB . . . son 
iguales respectivamente a los VA', 

VB'. . . (n.° 470). (En la segunda 
figura se representan dos de estos 
diedros.) 

Miradasdesde V, las aristas de V-ABCD están dispuestasde izquierda 
a dereclia en el orden VA, VB, VC.. ., mientras que las de V-A'B'C'D 
están dispuestas de derecha a izquierda en el orden VA', VB', VC'...; 
es decir, en orden invei*so del de las aristas de V-ABCD. Cosa análoga 
se aplica a cualquier otro par de ángulos poliedros simétricos. Así pues, 

Dos ángulos poliedros simétricos tienen todas sus partes respectivamente 
iguales pero dispuestas en orden inverso. 

497. Dos ángulos poliedros simétricos no son congruentes. Por 

regla general, dos ángulos poliedros simétricos no son con- 
gruentes o superponibles. Si por ejemplo el 
triedro V-A'B’C' se bace girar en 180° sobre el a» 

eje XY, bisectriz de CVA\ VA' coincidirá con 
VC, VC' con VA, y el plano A'VC’ con el AVC; x ~9l~ Y 
pero como el diedro VA, y por tanto el VA' no //1||. 
es necesariamente igual al VC, el plano A'VB' A y-^jÊv 
no coincidirá necesariamente con el plano VBC ; b" B 
y, por razón análoga, el plano C'VB' no coincidirá necesaria- 
mente con el AVB. La arista VB' puede pues tomar alguna 
posición, como VB”, distinta de VB, de donde se deduce que los 
dos triedros no son necesariamente superponibles. E1 mismo 
razonamiento se aplica a otros ángulos poliedros simétricos. 

Cosa análoga se ve en un par de guantes. Todas las partes del uno 
son iguales a las correspondientes del otro, pero el guante derecho no 
puede ponerse en la mano izquierda. 
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LIBRO VI. GEOMETRTa UEL ESPaCIO 
Proposicióx XXVII. Teoeema 


498 . Dos triedros son igucdes o simétricos si tienen 
as caras respectivamente iguales. 



lasa " istas 103 see “ ^ 

Trácense AB, BC, CA, 

A'B', B’C', C'A'. 

Los A isòsceles BAV, CAV, CBV son respectivamente 
ìguales a los Bu'V', C'A'V', C'B'V'; K 0 68 

AB = A'B',BC = B'CCA = Ç'A ' ; 67 

. . Jos ABAC, B'A’C' son iguales. K.° 80 

Por un punto cualquiera D de la arista VA trácense DE en 
a la arìsta VA. * ' >Fen * AVC > amb - Perpendiculares 

Estas dos perpendiculares encuentran AB y AC respectiva- 
mente en puntos E y F, puesto que los ángulos VAB y v tC 
rada uno de los cuales es adyacente a la base de un triángulo 
ìsosceles, son agudos. 6 

Trácese EF. 

En A'V' tómese A'D' = AD. 
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Trácense D'E' en el plano A'V'B’, 
y D'F' en el A'V'C', 
ambas perpendieulares a la arista V'A'. 


Trácese E'F'. 

Puesto que ^ = A '0, j ADAE =ZD’A’E', N.« 67 

los A rectángulos ADE y A’D'E' son iguales; N.° 72 

AE — A'E', y DE = D’E'. N.° 67 

Asírnismo, A F = A'F’, y DF = D'F'. 

Puesto que los &BAC y B'A'C' son iguales, 

Z CAB=/-C'A'B N.° 67 
los A AFE y A'F'E' son iguales; N.° 68 

.\EF=E'F'\ N.° 67 

.*. los A EDF y E'D'F' son iguales ; N.° 80 

.'. Z.FDE = F'D'E'\ N.°67 

diedro VA = diedro V'A'. N.° 471 


{En este caso , los ángulos planos FDE , F'D'E' son los ángulos 
planos de los dos diedros respectivamente.) 

Puede demostrarse auálogamente que los diedros VB, VC son 
respectivamente iguales a los V’B', V'C'. 

Luego los triedros V, V' son o iguales, N.° 493 
o simétricos (n.° 496). .vc.d.d. 

Esta demostración se aplica a los dos triedros marcados V'-A'B'C', 
que son simétricos entre sí. E1 tricdro de la izquierda es igual al V; el 
de la derecha es simétrico con V. 

499. Coholario. Sí las tres caras de un triedro son res- 
pectivamente igualcs a las de otro , los diedros del primero son 
respcctivamente iguales a los del segundo. 

En efecto, sea que los triedros sean iguales o simétricos, sus diedros 
son necesariamente iguales (n. 0B 493, 496). 
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EJERCICIO 81 

1. Hállese el lugar geométrico de los puntos del espacio que 
equidistan de dos rectas dadas que se cortan. 

2. Hállese un punto equidistante de cuatro puntos que no 
se hallan en un mismo plano. 

3. Dos diedros que tienen las aristas paralelas y las caras 
respectivamente perpendiculares son iguales o suplementarios. 

4. Las proyecciones de segmentos de recta iguales y para- 
lelos sobre un plano son iguales y paralelas. 

5. Demuéstrese que dos triedros son iguales si dos diedros 
y la cara comprendida del uno son iguales respectivamente a 
ias partes correspondientes del otro y están semejantemente 
dispuestos. 

6. Demuéstrese que dos triedros son iguales si dos caras 
y el diedro comprendido del uno son respectivamente iguales 
a partes correspondientes del otro y están semejantemente 
dispuestos. 

7. Si la cara AVB del triedro V-ABC se bisecta por la recta 
VD, el ángulo CVD es menor, igual o mayor que la semisuma 
de los ángulos AVC yBVC, según que Z.CVD sea menor, igual 
o mayor que 90°. 

8. Si dos caras de un triedro son iguales, los diedros opuestos 
a ellas también lo son. 

9. Todo triedro que tiene dos caras iguales puede superpo- 
nerse a su simétrico. 

10. Cuál es el lugar de los puntos equidistantes de las 
aristas de un triedro ? 

11. i Cuál es el lugar de los puntos equidistantes de ios 
planos de un triedro ? 

12. Los planos bisectores de los diedros de un triedro se 
encuentran en una recta. 
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EJERCICIO 82 

Problemas DE CÁLCULO 

1. Por un punto P, distante 4 cm. de un plano, se traza al 
plano una recta PX de 5 cm. ^ Cuál es el lugar de los puntos X ? 
Calcúlese la longitud del lugar. 

2. Por un punto P que dista 5 cm. de un plano se traza al 
plano una oblicua PX de 12 cm. i Cuál es el área limitada por 
el lugar geométrico de los puntos X ? 

3. En un plano MN se traza un triángulo isósceles ABC cuya 
base AB es de 6 cm. y cuyo perímetro es de 20. Si el triángulo 
gira alrededor de la base, i cuál es la mayor distancia de MN 
a que C puede llegar ? 

4. La distancia entre dos puntos A y B es de 4 m. Un punto 
P se mueve de tal modo que su distancia a cada uno de aquéllos 
es siempre de 5 m. ^ Cuál es la longitud del lugar de P ? 

5. Un plano RS corta dos planos paralelos MN y PQ, for- 
mando con uno de ellos un diedro de 27° 15'30". Calcúlense 
los otros diedros. 

6. Tres planos paralelos cortan dos rectas. Los segmentos 
interceptados en la una son de 3 y 5,5 m.; y los correspon- 
dientes interceptados en la otra son de 7,75 y x m. Calcúlese x. 

7. Un punto dista 8 m. de cada uno de dos planos perpen- 
diculares. i Cuál es su distancia a la arista del diedro formado 
por ellos ? 

8. Una recta cuya longitud se expresa por 10 V2 forma un 
ángulo de 45° con un plano. i Cuál es la longitud de su pro- 
yección sobre el plano ? 

9. Deun punto P se traza a un plano MN una perpendicular 
PP', que mide 9 cm. Por P se traza PQ, que encuentra al plano 
enQy forma con PP' un ángulo P'PQ de 30°. Calcúlese la 
proyección de la recta PQ sobre el plano MN. 
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EJERCICIO 83 

CUESTIONARIO DE REPASO 

1. <?Qué elementos determinan una recta? <?Qué elementos 
determinan un plano ? 

2. <? Por medio de qué medidas de distancias puede averi- 
guarse si una recta es perpendicular: a ) a una recta; b) a un 
plano ? 

3. <; Cuántos planos perpendiculares a un plano dado pueden 
trazarse por una recta dada ? Explíquense los casos posibles. 

4. ^Cuántas paralelas a una recta dada pueden trazarse por 
un punto dado ? <; a un plano dado ? i Cuántos planos paralelos 
a una recta dada, y cuántos paralelos a un plano dado, pueden 
trazarse por un punto dado ? 

5. <? Cuál es el lugar de los puntcs equidistantes de dos puntos 
dados : a) en una recta; b) en ur planó; c) en el espacio ? 

6. En un plano, <? cuál es el lugar de los puntos equidistantes 
de dos rectas que se cortan ? <? Cuál es la proposición corres- 
pondiente en la geometría del espacio ? 

7. ^Qué relación existe en el plano entre dos perpendiculares 
a una misma recta ? Enúnciense dos proposiciones semejantes 
de la geometría del espacio. <r Es cierto que dos planos perpen- 
diculares a uno tercero deben ser paralelos ? 

8. <?Qué se sabe con respecto a una recta que es perpen- 
dicuîar a una de dos paralelas ? Enúneiense proposicioneo 
eorrespondientes de la geometría del espacio. Si un plano 
es perpendicular a una recta, i debe serlo a toda recta paralela 
a ésta ? 

9. Si una recta es perpendicular a un plano, ,?qué propie- 
dad tiene todo plano que contiene esa recta ? <? Obtiénese una 
proposiciòn verdadera si en laanterior se sustituyen "paralela” 
y "paralelo” a "perpendicular”? 
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POLIEDROS, OILINDROS Y CONOS 

500. Poliedro. Poliedro es un sólido limitado por planos. 

Las figuras de esta página y la siguiente representan poliedros. 

Los planos que limitan un poliedro se llaman caras ; sus intersecciones, 
nristas ; y las intersecciones de las aristas, vértices del poliedro. 

Toda recta que une dos vértices no situados en una misma cara se 
ilama diagonal del poliedro. 

501. Sección de un poliedro. Llámase sección de un poliedro 
la intersección de sus caras con un plano que las corta. 

502. Poliedro convexo. poliedro convexo aquel en que 

todas las secciones posibles son polígonos convexos. 

En esta obra no se trata de otros poliedros que los convexos. 

503. Prisma. Llámase prisma un poliedro dos de cuyas caras 
son polígonos iguales situados en planos paraîelos, y cuyas 
otras caras son paralelogramos. 

Los dos polígonos paralelos se llaman bases del 
prisma ; los paralelogramos se llaman caras late- 
rales ; y las intersecciones de las caras laterales, 
aristas laterales. Con respecto a losprismas, el tér- 
mino cara se aplica exclusivamente a las laterales. 

La suma de las áreas de las caras se llama 
área lateral del prisma. 

Las aristas laterales de un prisma son iguales 
(n.° 125). 

504. Altura de un prisma. Llámase altura de un prisma la 
longitud de la perpendicular común a los planos de las bases 
comprendida entre esos planos; o sea, la distancia entre los 
planos de las bases 



817 
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505. Prisma recto. Llámase prisma recto aquel cuyas aristas 
laterales son perpendiculares a las bases. 

Las aristas laterales de un prisma recto son 
iguales a la altura (n.°455). 

506. Prisma oblicuo. Llámase prisma 
oblicuo aquel cuyas aristas laterales son 
oblicuas a las bases. 



Prisma recto 


507. Clasificación de los prismas según las 
bases. Dícese que un prisma es triangular , 
cuadrangular , pentagonal , etc. según que 
su base sea un triángulo, un cuadrilátero, 
un pentágono, etc. 

508. Sección recta. Llámase sección recta 
de un prisma la sección determinada por 
un plano que corta todas las aristas y es 
perpendicular a ellas. 

En los prismas oblicuos es a veces necesario prolongar algunas de las 
aristas para obtener una sección recta. 



Pri8ma triangular oblicuo 



Sección recta de un prisma Prisma truncado 


509. Prisma truncado. Llámase prisma truncado la parte de 
un prisma eomprendida entre una de las bases y un plana 
oblicuo a las bases. 
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Proposición I. Teorema 

510. Las secciones de un prisma determinadas por 
planos paralelos son poligonos icjuales. 



Sean PR un prisma, y AD, A’D r dos secciones paralelas. 


Demostrar que AD y A'D’ son iguales. 
Demostración. AB es II a A'B’, BC a B'C', etc.; 

N.°453 

.\AB=A’B', BC = B'C', CD = C'D', 

N.° 127 

y así de los otros lados; 


y también, en cuanto a los ángulos, 


Z CBA = Z C'B'A', Z DCB =AD'C'B', 

N.° 461 

y así de los otros ángulos. 

.'. iD es igual a A'D' (n.° 142). 

L.C.D.D. 


511. Corolario. Toda sección de un prisma paralela a las 
bases es igual a las bases, y todas las secciones rectas son 
iguales entre sí. 

I Aplícase la demostración anterior al caso en que los planos de sec- 
ción son paralelos a las bases ? 

I Por qué son iguales entre sí todas las secciones rectas. 

I A qué es igual toda sección recta de un prisma recto ? 

í Cuántos sólidos se obtienen cortando un prisma por dos planos para. 
lelos entre sí y oblicuos a las bases ? 4 Cómo se llaman estos sólidos ? 

Casi todos los prismas que se emplean en la práctica, como pedestales, 
baldosas, ladrillos, son rectos, y en el dibujo se representan de ordinaiio 
por una sección recta. La forma más común es la rectangular. 
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PROPOSTCIÓX II. TEOREMA 

512. El área lateral de un prisma es igual alproducto 
de la arista lateral por el perímetro de la seeción recta. 



Sean VWXYZ la sección recta de un prisma AD', L el área late- 
ral, a la arista lateral, y ỳ el perímetro de la sección recta. 


Demostrar que L = ap. 

Demostración. AA' BB' = CC', etc., =a; N.° 503 

VW es ± a BB', WX a CC', ATa DD'. .. N.° 508 

área del O A B' = BB' x VW = axVW, N.° 322 

área del £7 BC' = CC' x WX = a x WX, 
área del O CD' = DD' x XY = a xXY... 
y, como L es la suma de estos UJ, N.° 503 

L = a (VW + WX + XY+ YZ + ZV), N.° 52, l.° 
o, puesto qne V W + WX + XY+ + ZV = p, N.° 52,10.° 

L = ajj (n.° 52, 8.°). l.c.d.d. 


513. Corolario. El drea lateral de un prisma recto es 
igual al producto de la altura del prisma por el perímetro 
de la basc. 

Tùsto se verá más claramente imaginando el prisma colocado eon una 
de sus caras laterales sobre una mesa, desdoblado luégo por las aristas 
como s^ fuera una caja y puesto todo de plano sobre la mesa. 
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EJERCICIO 84 

Hállense las áreas laterales de los prismas rectos en que la 
altura h y el perímetro p tienen los valores siguientes: 

1. h = 18 cm., p = 29 cm. 4. h = pies, p — 2| pies. 

2. h — 22 cm., p — 37 cm. 5. h — 3,67 m., p = 5,62 m. 

3. h = 4,25 m., p = 6,75 m. 6. h = 125 mm., p = 21o mm. 

Hâllense las áreas laterales de los prismas en que las aristas 
laterales y los perimetros de las secciones rectas son: 

7. a — 17 cm., p = 27 cm. 10. a = 1,25 m., p = 2,25 m. 

8 a = 23 cm., p = 35 cm. 11. a = ‘l— pies, p — 3f pies. 

9. a = 2,75 m., = 4,875 m. 12. a = 6,3 m., p = 8,8 m. 

Hdllense ìas aristas laterales de los prismas en que L y p 
tienen los siguientes valores: 

13. L = 187 cm. 2 , p — 11 cm. 

14. I = 357 mm. 2 , p — 21 mm. 

15. L = 169 cm. 2 , p = 13 cm. 

16. Quieren dorarse las caras laterales de una barra de 1,5 m. 
de largo. La sección recta es un cuadrado de 15 cm. 2 i Cuántos 
centímetros cuadrados hay que dorar ? 

17. Hállese el área lateral de un prisma recto de 2,125 m. de 
largo cuya sección recta es un triángulo equilátero de £ V3 m 
de altura. 

18. Hállese el ároa total de un prisma recto cuyas bases son 
cuadredos de 5,29 cm. 2 y cuyo largo es el doble del ancho. 

19. En un prisma recto, a — 32 cm., y la base es un trián- 
gulo rectángulo en que la hipotenusa es de 1,06 m. y uno de los 
catetos es de 0,848 m. Hállese el área total. 

20. La sección de un prisma determinada por im plano para/ 
lelo a las aristas es un paralelogramo. 
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514. Paralelepípedo. Llámase i)aralelej)ípedo todo prisma en 
que las bases son paralelogramos. 

515. Paralelepípedo recto. Llámase parcdehjnpedo recto aquel 
suyas aristas laterales son perpendiculares a ìas bases. 

516. Paralelepípedo rectángulo. Llámase paraldepípedo rectán- 
julo todo paralelepípedo reoto cuyas bases son rectángulos. 

En este caso, las cuatro caras son también rectángulos (n. O8 430, 453). 



Paralelepípedo rectángulo Cubo Paralelepfpedo oblicuo 


517. Cubo. Llámase cubo un paralelepípedo cuyas caras y 
bases son cuadrados. 

Defínese también el cubo diciendo que es un exaedro (sólido de seis 
caras) cuyas seis caras son cuadrados. 

518. Unidad de volumen. La unidad de volumen es el espacio 
ocupado por un cubo cuya arista es igual a la unidad de longitud. 

Si, por ejernplo, las dimensiones de un cuarto se expresan en metros, 
se toma por unidad de volumen el metro cúbico, que es el espacio ocupado 
por un cubo cuya arista es de 1 metro. 

519. Volumen. Llámase volumen de un sólido el número de 
unidades de volumen que contiene. 

520. Sólidos equivalentes. Llámanse sólidos equivalentes los 
que tienen un mismo volumen. 

521. Sólidos iguales o congruentes. Dícese que dos sálidos 
son ìguales o congruentes cuando todas las partes del uno son 
respectivamente iguales a las del otro y están seinejantemente 
dispuestas. 







PRISMAS 


323 


Proposición III. Teorema 

522. Dos prismas son iguales cuando una base y dos 
caras contiguas del uno son respectivamente iguales a 
una base y dos caras contiguas del otro y están seme- 
jantemente dispuestas. 



son respectivamente iguales a A'D', A'G\ A'J' y están semejante- 
mente dispuestas. 

Demostrar que AI es igual a A'I'. 

Demostración. Las caras BAE, BAF, EAF del triedro A son 
iguales a las correspondientes del A'. Luego 

triedro A — triedro A'. N.° 498 

Colocando A sobre A', AD coincidirá con A'D', AG con A’G', 
AJ con A'J', C con C', j D con D'. 

Las aristas laterales son paralelas. N.° 446 

Luego CII tomarála dirección de C'H',j DI la de D'I'. N.° 94 

Puesto que F, G, J coinciden respectivamente con F', G', J', 
los planos de las bases superiores coincidirán. N.° 427 

Luego H coincidirá con H', e I con I'. 

Luego los prismas son congruentes y por tanto iguales. l.c.d.d, 

523. Corolario l.° Dos prismas truncados son iguales «i 
llenan las condiciones del teorema antenor. 

524. Corolario 2.° Dos prismas rectos de ignales lases e 
igual altura son iguales. 
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Proposición IV. Teorema 

525. Todo prismci oblicuo es equivalente a uno recto 
cuya base es la sección recta del oblicuo y cuya altura 
es igual a la arista lateral del oblicuo. 



Sean FI la sección recta de un prisma oblicuo AD', y Fï' un 
prisma recto cuyas aristas laterales son iguales a las de AD'. 

Demostrar que AD' es equivalente a FI'. 

Demostración. Si de las aristas laterales de AD' y FI' se restan 
las de FD', que son comunes a ambos, los residuos A Fy A'F', 
BG y B'G', etc. serán iguales. N.° 52, l.° 

Las bases FJ, F'l' son iguales. N.° 511 

Colóquese AI sobre A'I' de suerte que FI coincida con F'I'. 

FA, GB ... coincidirán con F'A', G'B' . . . N.° 436 

Luego las caras GA y G'A', IIBy II'B' coincidirán. 

Como las bases FI, F'I' coinciden, los prismas truncados 
AI y A'I' son iguales. N.° 523 

Luego, en volumen, 

AI + FD’ =A'I’ + FD'. N.°52, l.° 

Ahora bien, AI + FD' =AD', y A'I' + FD' = FI’. N.° 52,10.° 
.*. AD' es equivalente a FI' (n.° 52, 8.°). l.c.d.d. 
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Proposición y. Teorema 
526. Las caras opuesias de un paralélepípedo son 


iguáles y paralelas. 



Sea ABCD-A'B'C'D' un paralelepípedo cualquiera. 

Demostrar que las caras opuestas AB' y DC' son iguales y 
paralelas. 

Demostración. AB es II a DC (n.° 118), y AB = DC. K.° 125 

Asímismo, AA' es II e igual a DD'. 

.’. el plano AB' es II al DC\ N.° 46J 

y además, ZBAA' = Z CDD'. N.° 461 

CJAB' = [JDC' ( n.°132). l.g.d.d 

EJERCICIO 85 

1. Si en la figura anterior las tres caras del triedro A son 
80°, 70°, 75°, ^cuáles son las caras de los otros triedros? 

2. Si las caras de un triedro de un paralelepípedo son 85°, 
75°, 60°, i cuáles son las caras de los otros triedros ? 

3. Suponiendo que el paralelepípedo de la fìgura anterior 
sea rectángulo, y que Ai? = 4, BC = 3, CC' = 3^, calcúlese la 
diagonal AC'. 

4. Demuéstrese que las diagonales de un paralelepípedo rec^ 
tángulo son iguales. 

5. Las aristas de un paralelepípedo rectángulo son a, 6, c. 
^Qué fòrmula da la longitud de una diagonal ? 
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Proposición VI. Teorema 

527. El plano que pasa por dos aristas diagonal- 
mente opuestas de un paralelepípedo divide el sólido en 
dos prismas triangulares equivalentes. 



Sea ACC'A' el plano que pasa por las aristas opuestas AA', CC' 
del paralelepípedo AC'. 

Demostrar que este plano divide A C' en dos prismas trian- 
gulares equivalentes ABC-B' y ACD-D’. 

Demostración. Sea WXYZ una sección recta. 

Las caras opuestas Afí', DC' son iguales y paralelas. N.° 526 
También lo son las AD' y BC '; 

.*. WX es II a ZY, y WZ a XY; N.° 453 

.'. WXYZ es un paralelogramo. N.°118 

E1 plano AC' corta este O en la diagonal WY\ N.° 429 
.’. los A WÁT ; YZW son iguales. N.° 126 

^Cómo se demuestra que el prisma ABC-B' es equivalente a 
uno recto de base WXY y altura AA'? 

^Cómo se demuestra que el prisma CDA-D' es equivalente a 
uno recto de base YZW y altura AA'? 

I Por qué son equivalentes estos dos prismas rectos ? 

^Queda así demostrado el teorema? 

<i Cuál es el teorema correspondiente de la geometría plana ? 









PARA.LELEPÍPEDOS 327 

EJERCICIO 86 

1. Demuéstrese que las caras laterales de un prisma recto 
son rectángulcs. 

2. Demuéstrese que las diagonales de un paralelepípedo se 
bisectan mutuamente. 

3. Las aristas de un paralelepípedo rectángulo son de 5, 6 
y 7 cm. respectivamente. Calcúlese el área total de las caras, 
inclusas las bases. 

4. Las caras de un triedro de un paralelepípedo son tcdas de 
60°, y las aristas son de 3, 2 y 1 cm. respectivamente. Cal'cú- 
lese con dos cifras decimales el área total de las seis caras del 
3<5Kdo. 

5. En todo paralelepípedo rectángulo el cuadrado de una 
diagonal es igual a la suma de los cuadrados de tres aristas 
concurrentes. 

6. Un alambre de 24 cm. de largo puede tenderse justa- 
mente de una esquina a la diagonalmente opuesta de una caja 
de 6 cm. de profundidad y 12 de anchura. Calcúlese con dos 
decimales el largo de la caja. 

7. La diagonal de la base de un paralelepípedo rectángulo 
es de 316 mm., y la altura del sólido es de 474 mm. Calcúlese 
la diagonal del paralelepípedo. 

8. E1 área total de las seis caras de un cubo es de 18 cm. 
Calcúlese la diagonal. 

9. La diagonal de una cara de un cubo es VÏ4. i Cuál es 
la del cubo ? 

10. La diagonal de un cubo es 2,75 V3. Calcúlese la diagonai 
de las caras. 

11. Un depósito de agua tiene 3 m. de largo, 2,5 de ancho, 
y 1,75 de hondo. ^ Cuántos metros cuadrados de zinc se nece- 
sitan para cubrir su interior, suponiendo que se gasta 1 m. 2 
adieiooal en las juntas y para cubrir los bordes superiores ? 
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Proposición VII. Teorema 

528. Dos paralelepîpedos rectángulos de bases iguales 
wn entre sí como sus alturas. 



Sean P, P' dos paralelepípedos rectángulos de bases iguales y de 
nlturas AB, A'B'. 

Demostrar que — =: — ? . 

1 P' A'B' 

Caso l.° Cuando AB y A'B' son conmensurabtes. 
Demostración. Supóngase que una medida común de AB y 
A'B' (que existe, puesto que AB y A'B’ son conmensurables) 
esté contenida m veces en AB, y n veces en A'B'. 

Entonces se tendrá: = —. 

A'B' n 

Divídanse A B y A 'B' en partes iguales a esa medida común, 
y por los puntos de división trácense planos _k &AB y A'B'. 

Estos planos dividen el paralelepípedo P en m paralelepípedos 
y ei P' en n, todos iguales. ]ST.° 524 

P _m 
P 7 “’w , 

y, combinando esta proporciòn con la anterior, 

P _ AB 
P'~ A ’B' * 


LC.DK 
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Caso 2.° Cuando AB y A'B' son inconmensurables. 



Demostración. Divídase A B en un número cualqulera de partes 
iguales, y colóquese una de ellas sucesivamente sobre A 'B' tantas 
veces como sea posible. 

Puesto que AB y A’B' son inconmensurables, se llegará así 
hasta un punto D, y quedará un residuo DB' menor que una de 
las partes. 

Por D trácese un plano perpendicular a A'B'. Representando 
por Q el paralelepípedo cuya base es igual a ]a de P' y cuya al- 
tura es A ’D, se tiene: 

Caso l.° 


A'D 
'' AB * 


Si el número de partes se aumenta indefinidamente, la razón 
Q : P tenderá hacia el límite P': P, y la A'D: AB tenderá hacia 
el límite A'B' :AB. N.° 204 

E1 resto de la demostración es semejante a la última parte de 
Ja dada en la página 297, y se deja al estudiante como ejercicio. 


529. Dimensiones de un paralelepípedo rectángulo. Llámanse 
dimensiones de un paralelepípedo rectángulo las longitudes de 
tres aristas concurrentes. 


530. Corolario. Dos paralelepipedos rectángulos que tienen 
dos dimensiones respectivamente iguales son entre si como sus 
terceras dimensiones. 
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Proposición VIII. Teorema 

531. Dos paralelepipedos rectángulos de igucd altura 
son entre sí como sus bases. 



Sean P y P’ dos paralelepípedos rectángulos de dimensiones a, b 
c, y a', b', c respectivamente. 

Demostrar que ^-7 = -^ 7 . 

2 P' a'b' 


Demostración. Sea Q un paralelepípedo rectángulo de dimen- 
siones a', b, c. 

Ahora bien, Q tiene dos dimensiones, b y c, iguales a dos de 
P, y dos, a' y c, iguales a dos de P'. Por tanto, 


P_a 
Q a'* 
Q^b_ 
P' b'' 


N.° 530 


Multiplicando miembro a miembro, y suprimiendo el factor 

común Q, resulta: p nh 

—■ = (n.°52, 2.°). L.C.D.D. 

P ab v 7 


532. Corolario. Dosparalelepípedos rectdngulos que tienen 
una dimensión común son entre si como los productos de las 
otras dos. 

Síguese esto de que cualquiera arista de un paralelepípedo rectángulo 
puede tomarse por altura, y así puede aplicarse el teorema del n.° 531. 
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Proposición IX. Teorema 

533. Dos paralelepipedos rectángulos cualesquiera sor, 
entre si como los productos de sus dimensiones. 



Sean P, P’ dos paralelepípedos rectángulos de dimensiones a, b, 
yc', b ', d respectivamente. 


Demostrar que 

P abc 

P' a'b'c' 


Demostración. Sea Q un 

paralelepípedo rectángulo de duneu» 

siones a, b', c. 

II 

^l^ 

N.° 530 


Q _ ac 

P' “ a'c r 

K° 532 


p <*bc o tro o ON 

—, = — jn, ( n - 52, 2 - )• 

P' abc v J 

L.C.D.D. 


534. Corolario l.° Jdl volumen de un parálelepíjxdo rec- 
tángulo es igual al producto de sus tres dimensiones. 

En efecto, si se supone a' = b' — c' = 1, se tendrá: a'b'c' = lxixl = I, 
y volumen de P'= 1 (n.° 518 ). E1 volumen de Pes P.P' (n.° 619;, y como 
P: P' = abc : a'l/c' (n .° 533 ), resulta: volumen d eP=abc : a'b'c'=ábc: 1 = abc 

535. Corolario 2.° El volumen de un paralelepîpedo rec 
tángulo es igual al producto de la base por la, altura. 

En efecto, el volumen del paralelepípedo P es igual a abc, y en este 
producto ab es la base (esto es, el área de la base), y c la altura. 

I 
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Peoposición X. Teorema 


536. El volumen de un paralelepipedo es igual al pro - 
ducto de la basepor la altura. 



Sea P un paralelepípedo cualquiera de base b y altura h. E1 
volumen también se representa por P. 

Demo8trar que P = bli. 

Demostración. Prolónguense la arista EF y las paralelas a 
ella, y córtense en ángulo recto por dos planos situados a una 
distancia GI igual a EF. Obtiénese así un paralelepípedo Q 
cuya base c es un rectángulo. 

Prolónguense la arista IK y sus paralelas, y córtense en 
ángulo recto por planos situados a una distancia MN igual a 


IK. Obtiénese así el paralelepípedo rectángulo R. 

Aliora bien, P = Q, Q — R ; N.° 525 

.'.P = R. N.° 52, 7.° 

Los tres paralelepípedos tienen una. misma altura h. N.° 455 
Además, b = c, N.° 323 

c = d ; N.° 133 

.*. b = d. N.° 52, 7.° 

También, R = dh. N.° 535 

•. P=bh (n.° 52, 8.°). l.c.d.d. 


537. Corolario. El volumen d* un paralelepípedo cual- 
quiera es igual al de uno rectánaulo de base equivalente e 
igual alturcL 
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EJERCICIO 87 

1 . «iEn qué relaciòn están los volúmenes de dos paraleta 
pípedos rectángulos cuyas dimensiones son respectivamente 
3, 4, 5, y 9, 8 , 10 ? 

2 . Hállese la relaciòn entre dos paralelepípedos rectángulos 
de 6 cm. de altura y cuyas bases son respectivamente de 20 y 
80 cm . 2 

3. Hállese el volumen de un paralelepípedo rectángulo 
cuyas dimensiones son 2,5, 1,67 y 1,5 m. 

4. Hállese el volumen de un paralelepípedo rectángulo 
cuya base es de 27 cm . 2 y cuya altura es de 13,5 cm. 

5. E1 volumen y base de un paralelepípedo rectángulo son 
respectivamente de 1152 cm . 3 y 72 cm . 2 ^ Cuál es la altura ? 

6 . E1 volumen de un paralelepípedo rectángulo de base 
cuadrada es de 273,8 cin. 8 , y la altura cs de 5 cm. Hállense 
las dimensiones. 

7. Un depósito rectangular de 7,25 m. de largo por 4,5 de 
anclio contiene agua. ^ Cuánta debe sacarse para que el nivel 
descienda 1 m. ? 

8 . Hállese con dos decimales la arista de un cubo que con- 
tenga 3,25 litros. (11L = 1 dm. 8 ). 

9. Las dimensiones interiores de una caja de acero son 
36, 18 y 8 cm. E1 espesor de las paredes y tapa es de 3,5 min 
Hállese su peso, suponiendo que el acero pesa 8000 kg. por m . 8 

10 . Una barra de acero tiene 1,5 m. de largo, 5 c:n. dc ancho 
y 2,5 de espesor. ^ Cuál es su peso aproximado ? 

11 . Si 30 cm . 8 de oro se reducen a láminas cuya superficie 
total es de 45 m. 2 , hállese el espesor. 

12 . La suma de los cuadrados de las cuatro diagonales de un 
paralelepípedo es igual a la suma de los cuadrados de las doce 
aristas. 
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Proposición XI. Teorema 

538. El volumen de un prisma triangular es igual cd 
producto de la base por la altura. 

D' 


Sea ABC-B' un prisma triangular de base 6, altura h y volumen V. 

Demostrar que V = bh. 

Demostración. Sobre las aristas AB, BC, BB' constrúyase el 
paralelepípedo ABCD-B'. 

V = ABC-B' = \ ABCD-B\ N.° 527 

Ahorabien, ABCD-B' =ABCD x h, N.° 536 

o, puesto que ABCD = 2b } N. 1 126 

ABCD-B' = 2 hh. 

V —\{2 hh) = hh (n.° 52, 8.°). i,.c.d.d. 




EJERCICIO 88 


Hállense los volûmenes de los prismas triangulares cuyas 
bases y alturas son respectivamente: 


1. 17 cm. 2 , 8 cm. 

2. 15,75 cm. 2 , 3 cm. 

3. 3,25 m. 2 , 1,7 m. 

4. 5,6 cm. 2 , 2,75 cm. 

5. 15,84 m. 2 , 3.8 m. 


6. 16,67 m. 2 , 2,4 m. 

7. 22,5 cm. 2 , 4,5 cm. 

8. 33,3 mm. 2 , 7,2 mm. 

9. 42,875 cm. 2 , 3,375 cm. 

10. 27,6 cm. 2 , 3-75 cm. 
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Proposición XII. Teorema 

539. El volumen de un prisma cualquiera es igual al 
producto de la base por la altura. 



Sea AC’ un prisma de base b, altura h y volumen V. 

Demostrar que V = bh. 

Demostración. ^Puede el prisma dividirse en prismas cuyo 
volumen se sabe ya liallar ? 

^Cómo puede liaeerse esta división ? 

^Cuál es el volumen de cada uno de los prismas obtenidos 
de esta manera ? N.° 538 

l A qué es igual la suma dc ellos ? 

^A qué es igual la suma de sus bases ? 

I A qué es igual la altura común de estos prismas ? 

^ Qué se deduce de todo esto ? 

Dé el alumno la demostración completa. 

540. Corolario l.° Dos prismas de una mìsma altura son 
entre sî como sus hases; y dos de una misma base, como sus 
alturas. 

Dése la demostración completa de esta proposición. 

541. Corolario 2.° Dos o más prismas dehases equivalentes 
y alturas iguales son equivalentes. 

Dése la demostración completa de esta proposición. 
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EJERCICIO 89 

1 . Hállese la superficie total de un paralelepípedo rectán-. 
gulo cuyas dimensiones son 8 , 9 y 18 cm. 

2 . Hállese el volumen de un prisma triangular de 15 cm. 
de altura y los lados de cuya base miden 5, 5 y 6 cm. 

3 . Hállese el volumen de un prisma de 15 cm. de altura 
y cuya base es un triángulo equilátero de 10 cm. por lado. 

4 . La base de un prisma recto es un rombo de 20 cm. por 
lado y cuya diagonal menor es de 24 cm. La altura del prisma 
es de 30 cm. Hállense la superficie total y el volumen. 

5. i Cuántos metros cuadrados de plomo se necesitan para 
revestir el interior de una caja de 1,35 m. de largo, 0,8 m. de 
ancho y cuya capacidad es de 1,134 m . 8 ? 

6 . ^Cuántos centímetros cuadrados de zinc se necesitan 
para forrar el interior de una caja cuya base es de 9 x 12 cm. 
y cuya capacidad es de 864 cm . 8 ? 

7 . Representando por a la arista de un cubo, hállense fór- 
mulas para el volumen, la superficie total y la longitud de las 
diagonales. 

8 . Representando por d la diagonal de las caras de un cubo, 
^cómo se expresa el volumen ? ^Cómo se expresa la supertìeie 
total de las seis caras ? 

9. ^Cómo se expresan la superficie total y el volumen de 
un paralelepípedo rectángulo de dimensiones a, b, c? 

10 . Hállese el volumen de un prisma en que las bases son 
exágonos regulares de 10 cm. por lado y en que la altura es 
de 120 cm. 

11 . Un receptáculo de hierro tiene por dimensiones inte- 
riores 4,5, 3 y 2 m., y espesor de 10 mm. ^Cuál es su peso: 
a ) vacío; b) lleno de agua ? (Supòngase que el agua pesa 
1 kg. por litro y el hierro 7.2 veces más.) 
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542. Pirámide. Llámase inrámìde un poliedro en queunade 
las caras, llamada base, es un polígono cualquiera y las otras 
caras son triángulos que tienen un vértice común. 

En la pirámide, el término cara 
se aplica casi exclusivainente a 
estos triángulos. Su vértice común 
se llama vértice de la pirámide, y 
las intersecciones de sus planos, 
aristas lateralcs. La base puede 
ser un polígono cualquiera, pero 
de ordinario se sobrentiende que 
es convexo. 

543. Area lateral. Llámase área lateral de una pirámide la 
suma de las áreas de sus caras. 

544. Altura. Llámase altura de una pirámide la longitud de 
la perpendicular del vértice al plano de la base. 

545. Clasificación de las pirámides según la base. Dícese que 
una pirámide es triangular, cuadrangular , etc., según que su 
base sea un triángulo, un cuadrilátero, etc. 

La pirámide triangular se llama tetraedro. Como todas sus caras son 
triángulos, cualquiera de ellas puede tomarse por base. 

546. Pirámide regular. Llámase 
pirámide regular aquella cuya base 
es un polígono regular y cuyo vértice 
se lialla en la perpendicular levantada 
al plano de la base cn el centro de 
ese polígono. 

La pirámide regular se llama también 
pirámiderecta. 

547. Apotema de una pirámide regular. Se llaina apotema de 
una pirámide regular la altura común de los triángulos que 
íorman sus caras. tomando por bases de los triángulos los iados 
de la base de la pirámido 
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548. Propiedades de las pirámides regulares. Entre las pro- 
piedades de las pirámides regulares pueden enunciarse las 
siguientes sin demostración especial, por ser consecuencias in- 
mediatas de principios ya demostrados: 

1. a Las aristas laterales de una pirámide regu- 
lar son iguales (n.° 439). 

2. a Las caras de una pirámide regular son 
triángulos isósceles iguales (n.° 80). 

Como queda dicho (n.° 547), la altura común de estos 
triángulos es el apotema de la pirámide. 



549. Pirámide truncada o tronco de pirámide. Llámase pirá- 
mide truncada o tronco de pirámule la parte de una pirámide 
comprendida entre 
la base y una sección 
determinada por un 
plano paralelo a la 
base. 

Esta sección y la 
base de la pirámide se 

ílaman bases del tronco. La menor se llama a veces base superior, y la 
otra base inferior. 



550. Altura de un tronco de pirámide. Llámase altura de un 
fcronco de pirámide la longitud de la perpendicular trazada de 
iina base a la otra. 


En la figura anterior, C'C es la altura del tronco. 

551. Caras de un tronco de pirámide. Llámanse comúnmente 
caras de un tronco de pirámide las caras limitadas por las bases. 

Es evidente que las caras de un tronco de pirámide son trapecios, y 
que, si la pirámide es regular, las caras del tronco son iguales. Llámase 
área lateral del tronco la suma de las áreas de ’as caras. 


552. Apotema de un tronco de pirámide. Llámase apotema de 
un tronco de pirámide regular la altura de los trapecios que 
forman sus caras. 

En la figura anterior, MM' es el apotema. 
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Proposición XIII. Teorema 

553 . El área laterál de una pirámide regxdar es igual 
a la mitad dél producto dél apotema por éí perîmetro 
de la base. 


Sea V-ABCDE una pirámiie regular en que el perímetro de la 
base es p, el área lateral L y el apotema a. 

Demostrar que L = ^ ap. 

Demostración. Los A VAB } VBC, VCD, VDE y VEA son 


iguales. N.° 548 

E1 área de cada A = £ a x la base. N.° 325 

La suma de las bases de los A =p; N.° 52, 10.° 

.*. la suma de las áreas de los A = ỳ ap. N.° 52, l.° 
La suma de las áreas de los A =L. N.° 543 

.\ L— \ap (n.° 52, 7.°). l.c.d.d. 


554. Corolario. El área lateral de un tronco de pirámide 
regular es igual a la semisuma de los perímetros de las bases 
multiplicada por el apotema. 

I A qué es igual el área de un trapecio ? 
t Son iguales todos estos trapecios ? A qué 
es igual la suma de sus bases inferiores ? «} la 
de sus bases superiores ? Exprésese este 
teorema por medio de una fórmula. B 
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Proposición XIV. Teorema 

555. Si se corta una pirámide cualquiera por un 
plano paralélo a la base, 

1. ° El plano dimde las aristas y la altura propor- 
cionalmente, 

2. ° La sección es un polïgono semejante a la base. 


v 



Sea V-ABCDE una pirámide cortada en A'B’C'D'E’ 
paralelo a la base. 


l.° 


Demostrar que — 
1 VA 


VB' 

VB 


VO' 
VO * 


por un plano 


Demostración. Puesto que el plano A 'D' es ì! al A D, Por hipót. 
A'B' es II a AB, B'C' a BC .. ., A'O' a AO; N.° 453 


VA' VB' 
* * VA ~ VB 


"Yo( n - 21i )- 


2.° Demo8trar que A'B’C'D’E' es semejante a ABCDE. 

Demostración. Puesto que el AVA'B' es semejante al VAB, 
el VB'C' al VBC, etc. (^por qué ?), ^eómo se demuestra que 
los lados de los dos polígonos son proporcionales ? 

Puesto que A'B' es II a AB, B'C' a BC, etc. Qpor qué?), 
;còmo se demuestra la igualdad de los A homòlogos ? 

Y ahora, ^por qué son semejantes los dos polígonos ? 
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556 Corolario l.° El área de toda sección paralela a la 
base de una pirdmide es al área de la base como el cuadrado 


de la distancia de 

la sección al oêrtice es al cuadrado de la 

altura de la pirámide. 

VCï 

En efecto, 

_VA' 

~ VA 

N.° 555 



_ A'B' 

~ AB 5 

N.° 288 

de donde 

VU ' 2 
VO 2 

ww 2 

ÂB 2 ' 

N.° 270 

También, 

A'B'C'B'E' 

ABCBE 

II 

W\\k\ 

fccl tc| 

N.° 334 

y por tanto, 

A'B'C'B'E' 

vcr 2 

N.° 52, 7.° 

ABCBE 

~ vo 2 




557. Corolario 2.° Son equivalentes las secciones determi 
nadas en dos pirámides de alturas iguales y bases equivalentev 
por planos paralelos a las bases y equidistantes de ellas. 

^Cuál es la relación de A'B'C'B'E' a ABCDE ? 

^Cómo puede deinostrarse que es igual a VO' 1, :VO ? 

4 Cuál es la relación de X'Y'Z' a XYZ ? _ 

Cómo puede demostrarse que es igual a WP ' 2 : WP 2 ? 

6 Son iguales VÔ' 2 : VO 2 j WP ' 2 : WP 2 ? 

Puesto que ABCBE — (en área) XYZ , 4 qué se deduce en cuanto a 
A'B'C'D'E' y X'Y'Z' ? 
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Peoposición XV. Teoeema 

558. Dos pirámides de igual altura y bases equivar 
lentes son equivalentes. 



Sean V-ABC : V'-A'B'C' dos pirámides de igual altura y bases 
equivalentes. 

Demostrar que V-ABC y V'-A'B'C' son equivalentes . 

Demostración. Supóngase que no lo son, y que 
V'-A'B'O V-ABC. 

Colóquense las bases en un mismo plano, divídase la altura 
en n partes iguales h, y por los puntos de divisiòn trácense 
planos paralelos a las bases, los cuales determinarán las sec- 
ciones DEF, D'E'F' , etc. 

Sobre A'B'C', D'E'F' ... constrúyanse prismas de aristas 
laterales paralelas a A'V' y de altura h. En la figura están 
marcados X', Y', Z'. 

Sobre DEF, GHI, etc. como bases superiores constrúyanse 
prismas Y, Z, etc. de altura h y de aristas laterales lls a VA. 

Ahora bien, área DEF — área D'E'F', N.° 557 

h = h; Ident. 

.*. prisma Y = (en volumen) prisma Y'. N.° 54Í 

Asímismo, prisma Z = prisma Z '. 
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Como X'+Y'+Z'> V'-A'B'C', 

y también Y + Z < V-ABC , 

síguese qne 

V'-A'B'C' - V-ABC < X' + Y' + Z' — (Y + Z), 
o sea, que V'-A 'B'C' -V-ABC < X'. 


Esto es, la diferencia entre las dos pirámides es menor que 
la diferencia entre los dos grupos de prismas. 

Ahora bien, aumentando n, y disminuyendo por tanto h,- X f 
puede hacerse tan pequeno como se quiera. 

Sea cual fuere la diferencia entre las dos pirámides, si la 
hay, X' puede hacerse menor que ella. 

Esto es absurdo, pues se ha visto que X' es siempre mayor 
que la diferencia en cucstión. 

De la misma manera puede demostrarse que la suposición 
V-ABC > V'-A'B'C' conduce a un absurdo. 

Puesto que V-ABC no puede ser mayor ni menor que V'-A 'B'C', 


debe tenerse: 


V-ABC = V-A'B'C'. t.c.D.u. 


EJERCICIO 90 

1. Hállese el área lateral de una pirámide regular cuya 
altura es de 6 cm. y cuya base es un triángulo equilátero de 
altura 2 V3 cm. 

2. E1 apotema de una pirárnide triangular regular es igual a 
la altura de la base, y el área de ésta es V3 m. 2 ^ Cuál es el 
área total de la pirámide ? 

3. La base de una pirámide es un triángulo rectángulo en 
que la hipotenusa y un cateto son de 5 y 3 m. respectivamente. 
Òtra de igual altura tiene por base un triángulo equilátero cuyo 
lado es de 2 V2 V3 m. Demuéstrese que estas dos pirámides 
son equivalentes. 
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.Proposición’ XVI. Teorema 

559. El volumen de una pirámide triangular es ìgual 
s un tercio del producto de la base por la alturci. 



Sea E-ABC una pirámide triangular de base b, altura h y 
^olumen V. 

Demostrar que V= J bli. 

Demostración. Constrúyase el prisma ABC-DEF. 

Por DE y EC trácese el plano CDE. 

E1 prisma es igual a la suma de las tres pirámides triangu 
iares E-ABC f E-CFD y E-ACD. Las E-CFD y E-ACD tienen 


igual altura e iguales bases CFD, ACD ; N.° 126 

E-CFD = E-A CD. N.° 558 

Pero E-CFD es también C-DEF, cuya altura es igual a la 

de E-ABC, . , , 

y cuya base DEF es ìgual a la ABC\ N.° 511 

.-. E-CFD = E-ABC ; K.° 558 

.*. E-ABC = E-CFD = E-ACD ; X.° 52, 7.° 

.*. E-ABC = £ del prisma ABC-DEF. 

Ahora bie.n, ABC-DEF = bh. K° 539 

.'.V = \bh. l.c.d.d. 


560. Corolaiìio. Una pirámide triangular es equivalente a 
un tercio del prisma que tiene la misma base y la misma altura 
que la pirâmide. 
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Proposición XVII. Teorema 

561 . El volumen de una pirámide cualquiera es igual 
a un tercio del producto de la base por la altura. 



Sea V-ABCDE una pirámide de base b y altura h .' 

Demost.rar que volumen V-ABCDE = ì bh. 

Demostración. Trácense planos por la arista VD y las diago- 
nales DA, DB de la base. 

Estos planos dividen la pirámide dada en tres pirámides 
triangulares. 

I Cuáles son las pirámides así formadas ? 

I Cuál es la altura de estas tres pirámides ? 

I Qué relación hay entre la base de la pirámide dada y las 
bases de las tres en que se ha dividido? 

I A qué es igual el volumen de cada una de éstas ? 

^ Qué relación hay entre el volumen de la pirámide dada y 
los volúmenes de las otras tres ? i Qué factor común tienen las 
expresiones de los volúmenes de esas tres ? 

Complétese la demostración. 

562 . Corolario. Los volûmenes de dos pirdmides son entre 
sî como los productos de sus bases por sus alturas; los de dos 
pìrámides de bases equivalentes , como las alturas; los de dos 
pirdmides de igual altura , como las bases. Dos pirámides de, 
igual altura y bases equivalentes son equivalentes. 
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EJERCICIO 91 

Hdlleme las áreas laterales de las pirámides reguìares en 
que el apotema y el perímetro de la base, en centímetros , son: 

1. a = 34, p = 5 7. 3. a = 20,6, p = 48. 

2. a = 8,76, = 17,125. 4 . a = 135, p = 500. 

Hdlleme las dreas laterales de las pirdmides regulares 
trunoadas en que a, p y p' (.perimetro de la base superior ), 
en sentímetros, son: 

5. a = 4, p = 8, p x = 6. 

6 . a = 5,125, p = 9,75, p' = 7,75. 

7. a = p = 10, p' = 5. 

Hdllense los volûmenes de las pirdmides cuyas bases y altu 
ras son: 

8. b = 9 cm. 2 , h = 7cm. 11. b = 5,125 cm. 2 , h = 3,125 cm. 

9. b = 23 cm. 2 , h = 6 cm. 12. b = 19 cm. 2 , h = 4,375 cm. 

10. b = 51 cm. 2 , h = 17 cm. 13. b = 325 mm. 2 , h = 27,5 mm, 

Hállense las dreas laterales de las pirdmides regulares en 
que el apotema, el nûmero de caras y la longitud del lado de 
la base son: 

14. a = 2,3 m., n = 4, 1 = 2,1 m. 

15. a = 3,7 cm., n = 6, l = 2,9 cm. 

16. a = 5,33 m., n = 8, l = 3 m. 

Hdllense los volúmenes de las pirdmides en que los datos son 
U>s siguientes: 

17. h = 7 cm., base cuadrada de 2 cm. por lado. 

18. h = 6,75 cm., base cuadrada cuya diagonal es 3 V§ cm, 

19. h = 8,9 m., base triangular equilátera de 3,7 m. por lada 
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20. Hállese el área lateral de una pirámide regular cuyo 
apotema es de 16 cm. y cuya base es un exágono de 12 cm. 
por lado. 

21 . Hállese el área lateral de una pirámide regular cuyo 
apotema es de 8 cm. y cuya base es un pentágono de 6 cm. 
por lado. 

22 . Hállese el área total de una pirámide regular en que 
a-(apotema) = 6 cm. y la base es un cuadrado de 4 cm. por lado. 

23. Hállese el área total de una pirámide regular en q.ue 
a = 18 m. y la base es un cuadrado de 8 m. por lado. 

24. Hállese el área total de una pirámide regular en que 
a = 16 mm. y la base es un triángulo de 8 mm. por lado. 

25. E1 volumen de una pirámide es de 29,4 m. 8 La base es un 
cuadrado de 3,5 m. por lado. Hállese la altura. 

26. E1 volumen de una pirámide triangular es de 20 m. 8 , y 
los lados de la base, de 5, 4 y 3 m. Hállese la altura. 

27. Hállese el volumen de una pirámide regular de base 
cuadrada de 30 cm. por lado y arista lateral de 1,01 m. 

28. Hállese el volumen de una pirámide regular en que 
'i = 12 m. y la base es un triángulo inscrito en un círculo de 
L0 m. de radio. 

29. E1 área total de una pirámide regular que tiene por base 
lin cuadrado de lado l es A. Exprésese la altura h. 

30. i Cuál es la expresión del volumen de la pirámide anterior? 

31. Si ^4 es el área total de una pirámide regular de base 
cuadrada y en que todas las aristas son iguales, exprésese la 
arista en función de A. 

32. Dadas A y h en una pirámide regular cuadrada, ^cómo 
se halla l ? 

33. Indíquese cómo puede dividirse un poliedro cualquiera 
en pirámides para hallar su vouímen. 
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Proposición XVIII. Teorema. 

563. Todo tronco de pirámide triangular es equiva - 
lente a la suma de tres pirámides cuya altura común es 
la dél tronco y cuyas bases son respectivamente las del 
tronco y la media proporcional entre êstas. 


B 

Sea ABC-DEF un tronco de pirámide triangular, las áreas de 
cuyas bases ABC y DEF son b y b' respectivamente, y cuya 
altura es h. 

Bemostrar que ABC-DEF = 1 bh + i b'h + J- h Vbb'. 

Demostración. Trácese un plano por A ,E,C,y otro por C, D, E. 
Estos planos dividen el tronco en tres pirámides. 

E-ABC = £ bh, C-DEF = £ VIi. N.° 559 

Basta pues demostrar que 

E-ACD = \K Vbb'. 

Como se ve en la figura, E-ABC es la misma pirámide que 
C 'ABE, y E-ACD la misma que C-AED. 

Ahora bien, 

C-ABE : C-AED = AABE :AAED. N.° 562 

Puesto que los A ABE y AED tienen por altura común la 
del trapecio ABED, 

AABE:AAED = AB:DE ; N.° 327 

.-. C-ABE: C-AED = AB: DE , N.° 52. 7.° 

o bien, E-ABC: E-ACD — AB: DE. N.° 52, 8.° 
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Asímismo, E-ACD y E-CFD tienen un mismo vértice y las 


bases en un mismo plano; luego 

E-A CD : E-CFD = A A CD : A CFD. N.° 562 

Puesto que los ÁACD y CFD tienen por altura coniún la 
del trapecio ACFD, 

AACD:ACFD = AC:DF) N.° 327 

E-ACD: E-CFD =AC:DF. N.° 52, 7.° 

E1 A DEF es semejante al ABC. K° 555 

.'. AB:DE =AC :DF. K° 282 

.*. E-ABC : E-A CD =,A C : DF. K° 52, 7.° 

.■•. E-ABC: E-A CD = E-A CD E-CFD. K° 52, 7.° 
Áhora bien, E-CFD es la misma pirámide que C-DEF, cuyo 
volumen es £ b'h. 

.-.$bh: E-A CD = E-A CD : £ b'h. K° 52, 8 .° 

.-. E-ACD = bh X £ b'h K° 262 

= ^hVbb’. 

.*. E-ABC + C-DEF+ E-ACD=%bh+$b'h+lhVhb', K°52,l.° 


o sea, ABC-DEF = %hh + £ b’h + $h Vbb' (n.° 52, 8 .°). l.c. n. d. 

564. Corolario l.° JEl volumen V de un tronco depirdmide 
triangular puede expresarse por lafórmula 

F= £h(b + b'+Vbb')- 

565. Corolario 2.° FA volumen de un tronco cualquiera dt 
pirámide es igual a la suma de los de tres pirdmides cuya 
altura comûn es la del tronco y cuyas lases son respectiva- 
mente las del tronco y la media proporcional entre éstas. 

Prolónguense las caras del tronco V hasta su intersección, y sea P 
la pirámide así formada. Sean P' una pirámide triangular de base 
equivalente a la de P y de igual altura, y V' un tronco do P' de la 
misma altura que V. Ahora bien, P = P', V=V',y las bases de V son 
eauivalentes a las de V'. Complétese la demostración. 
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566. Clasificación de los poliedros según el número de caras. Se 

llama tetraedro el polied.ro de cuatro caras; exaedro el de seis; 
octaedro el de ocho; dodecaedro el de doce; icosaedro el de veinte. 



Tetraedro Exaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro 


567. Poliedro regular. Llámase poliedro regular aquel cuyas 
caras son polígonos regulares iguales y cuyos ángulos poliedros 
son todos iguales. 


Se demuestra en la página siguiente que no puede haber más de cinco 
clases de poliedros regulares convexos. Pueden construírse de cartón 
como indican las figuras siguientes: 




Trácense estas figuras en cartón. Córtense según las líneas continuas, 
y péguense tiras de papel en los bordes. Luégo dóblense según las líneas 
de puntos, y péguense los bordes con las tiras de papel. 
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Proposición XIX. Problema 

568 . Determinar el número depoliedros convexos regvr 
lares que pueden existir. 

Un ángulo poliedro convexo debe tener por lo menos tres 
planos, y la suma de sus caras debe ser menor que 360° (n.°495). 

1. ° Puesto que cada ángulo de un triángulo equilátero es de 
60°, pueden formarse ángulos poliedros convexos juntando tres, 
euatro o cinco triángulos equiláteros. La suma de seis ángulos 
de 60° es 360°, y por tanto mayor que la de las caras de todo 
ángulo poliedro convexo. Por tanto, puede haber sólo tres 
poliedros regulares de caras triangulares. 

2. ° Puesto que cada ángulo de un cuadrado es de 90°, puede 
formarse con tres cuadrados un ángulo poliedro. La suma de 
cuatro ángulos de 90° es 360°, y por tanto puede haber sólo un 
poliedro regular de caras cuadradas. 

3. ° Puesto que cada uno de los ángulos de un pentágono 
regular es de 108° (n.° 145), puede formarse un ángulo poliedro 
juntando tres pentágonos regulares. La suma de cuatro ángulos 
de 108° es 432°, y por tanto no puede haber ángulo poliedro 
convexo que los tenga por caras, ni más de un poliedro regular 
de caras pentagonales. 

4. ° La suma de tres ángulos de un exágono regular es 360°; 
la de tres de un eptágono regular (polígono regular de siete 
lados) es mayor que 360°, y la de tres de cualquier polígono 
ì egular de más de siete lados es también mayor que 360°. 

Luego nopuede haber más de cincopoliedros regulares convexos. 

Estos poliedros son: el tetraedro , el exaedro, el octaedro , el 
dodecaedro y el icosaedro regulares. 

Constrúyanse estos poliedros siguiendo las instrucciones dadas en la 
página anterior. 

Los poliedros regulares se han llamado cuerpos platónicos , por haberlo? 
«studiado con mucho ahinco los discípulos de Platón. 

^Qué nombre se da comúnmente al exaedro regular? 
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EJERCICIO 92 

Hálleme los volúmenes de los troncos de pirdmide en que los 
datos son: 

1. h = 3 cm., b = 8 cm. 2 , b' = 2 cm. 2 

2 . h = 4£ pulg., b = 8£ pulg. c., b' = 3 pulg. c. 

3. h = 3,2 m., b = 2 m. 2 , b' = 0,18 m. 2 

4. h = 2,6 m., b = 10 m. 2 , b' = 2,5 m. 2 

5. li = 3,5 cm., b = 24 cm. 2 , b' = 6 cm. 2 

6 . Una pirámide de 2 m. de altura y 8 m. 2 de base se corta 
por un plano paralelo a la base a 1 m. del vértice. Hállese el 
volumen del tronco así determinado. 

7. Si una pirámide de 30 cm. de altura y 8100 cm. 2 de base 
se corta por un plano paralelo a la base a 20 cm. de ésta, i cuál 
es el volumen del tronco así obtenido ? 

8 . La base inferíor de un tronco de pirámide es un cuadrado 
de 8 cm. por lado. E1 lado de la superior es la mitad del de 
la iníerior, y la altura del tronco es igual al lado de la base 
superior. ^ Cuál es el volumen ? 

9. La base inferior de un tronco de pirámide es un cuadrado 
de 3 cm. por lado. E1 área de la superior es la mitad del área 
de la inferior, y la altura del tronco es de 2 cm. ^ Cuál es el 
volumen ? 

10 . Hállese el volumen de una pirámide de seis aristas cuya 
longitud común es de 1 m. 

11. Calcúlese la arista de un tetraedro regular cuyo volumen 
es 2 V2 cm. 8 

12 . La base de una pirámide regular es un cuadrado de lado l. 
Siendo a el apotema, exprésese el área total de la superficie. 

13. Discútase la fórmula V= % h(b + b'-\- 'Vbb') del n.° 564 
cuando b' = 0 y cuando b' = b. 




CILINDROS 


353 




Los términos base, altura y área lateral se usan como en los prismas. 
Todas las generatrices de un cilindro son iguales. 

572. Cilindros recto y oblicuo. Un cilindro es recto cuando su 
generatriz es perpendicular a las bases; de lo contrario, oblicuo 

573. Sección de un cilindro. Llámase sección de un cilindr^ 
ia intersección del cilindro con un plano. 


569. Superficie cilíndrica. Denomínase myerficie cilíndrica la 
engendrada por una recta que se mueve de tal modo que es 
siempre paralela a una recta fija 
y pasa por una curva fija cuyo 
plano no contiene la recta fija. 

La curva fìja es la directriz. En 
esta figura lo es ABG. 


570. Generatriz. Llámase gene- 
ratriz de una superficie cilíndrica 
tanto la recta que la engendra 
como toda recta que representa 
ésta en una de sus posiciones. 


571. Cilindro. Llámase cilindro un sólido limitado por una 
superficie cilíndrica y dos superficies planas paralelas. 
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Proposición XX. Teorema 


574 . La sección de un cilindro determinada por un 
plano quecontiene una generatriz es un paralelogramo. 



Sean AC un cilindro, y ABCD una seeción determinada por un 
plano que contiene la generatriz AB. 

Demostrar que ABCD es un paralelogramo. 

Demostración. Por D trácese en el plano de secciòn ABCD 
una recta paralela a AB. 

Esta recta es una generatriz del cilindro, N.° 570 
y puesto que está en el plano y en la superficie cilíndrica, es la 
intersección de ésta y aquél, y debe coincidir con DC. 

Luego DC e s una recta II a AB. 

AD e s una recta II a BC. X.° 453 

.*. ABCD es un paralelogramo (n 0 118) l c d ix 

57 >. Corolario. Toda secdón de un dlindro recto hecha 
scgún una generatriz es un rectángulo. 

576. Cilindro circular. Llámase cilindro circular todo cilindro 
cuyas bases son círculos. 

E1 cilindro circular recto, engendrado por la revolución de un rectán- 
gulo alrededor de uno de sus lados, se llama cilindro de revolución. 
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Proposición XXI. Teorema 

577 . Las bases de un dlindro son iguales. 



Sean PQ, RS las bases de un cilindro PS. 

Demo8trar que PQ es igual a RS. 

Demostración. Sean AD, BC, EG tres generatrices cuales* 
ï[uiera. Trácense AB, AE, EB, DC, DG, GC. 

A D, BC, EG son iguales (n.° 571) y paralelas; X.° 569 
/. AB = DC, AE —DG, EB = GC (n.°130), y AABE = ADCG. 

N.° 80 

Colòquese la base inferior sobre la superior de suerte que AE 
caiga sobre DG. E1 punto B coincidirá con C. 

De igual modo se demuestra que todos los demás puntos de 
PQ coincidirán con puntos correspondientes de RS. 

Luego PQ = RS. l.c.d.d. 

578. Corolario l.° Dos Becciones paralelas de un cilindro 
hechas por planos que cortan todas las generatrices son iguales. 

579. Corolario 2.° Todas las secciones de un cilindro para> 
lelas a las bases sm iguales a las bases. 

580. Corolario 3.° La recta que pasa por los centros de 
las bases de un cïlindro circular pasa por los de las secciones 
paralelas a ellas. 
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581. Plano tangente. Llámase plano tangente a un cilindro 
todo plano que contiene una generatriz pero no corta la super- 
ficie del cilindro. 

Se dice también que el cilindro es entonces tangente al plano. 

582. ConstrucciÓn de planos tangentes. De la definiciòn ante- 
rior y de la naturaleza de la superfìcie cilíndrica se deducen 
estas proposiciones: 

Todo plano que contiene una tangente a la base de un cilindro 
circular y la generatriz que pasa por el punto de contacto es 
tangente al cilindro. 

Si unplano es tangente a un cilindro circular, su intersección 
con el plano de la base es tangentc a la base. 

583. Prisma inscrito en un cilindro. Dícese que un prisma 
está inscrito en un cilindro cuando sus aristas coinciden con 
generatrices del cilindro y sus bases están inscritas en las del 
cilindro. Dícese entonces también que el cilindro está circuns • 
crito alprisma. 



Prisma inscrito Prisma circunscrito 


584. Prisma circunscrito a un cilindro. Dícese que un prisma 
está circunscrito a un cilindro cuando sus caras son tangentes 
al cilindro y sus bases están circunscritas a las del cilindro 
E1 cilindro está entonces inscrito en el prisma. 
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585. Sección recta. Llámase sección recta de un cilindro la 
determinada por nn plano que corta todas las generatrices y es 
perpendicular a ellas. 

586. E1 cilindro como límite. Las proposiciones siguientes son 
consecuencias inmediatas de la naturaleza de los límites y de 
las definiciones de prisma inscrito y prisma circunscrito dadas 
anteriormente: 

Si se inscribe en un cilindro circular o se circunscribe a él un 
prisma cuya base es un polîgono regular, y el nûmero de caras 
del prisma se aumenta indejinidamente , el volumen y el área 
íateral del prisma y el perimetro de la sección recta varîan 
de modo que: 

1. ° El volumen del cilindro es el límite del volumen delprisma. 

2. ° El drea lateral del cilindro es el límite del área lateral 
del prisma. 

3. ° El perîmetro de la sección recta del cilindro es el límite 
del perîmetro de la sección recta del prisma. 



A medida que se aumenta el número de lados de la base del prisma 
inscrito o circunscrito, el perímetro de la base tiende sin cesar hacia la 
circunferencia (n.°381). 

Esto hace que la superficie lateral del prisma se aproxime más y más 
a la del cilindro, y que el volumen del prisma se aproxime más y más al 
del cilindro. Esta aproximación creciente es enteramente análoga a la 
de los polígonos regulares con respecto al círculo, 
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Proposición XXII. Teorema 

587 . El área lateral de un cilindro circular es igual 
cd producto de la generatriz por el perímetro de la 
sección recta. 



Sean C un cilindro circular, L su área lateral, l la generatriz, 
y ỳ el perímetro de la sección recta. 

Demostrar que L = pl. 

Demostración. Supóngase inscrito en C un prisma cuya base 
es un polígono regular. Sean L' su área lateral y p' el perímetro 
de su sección recta. 

Setiene: L' — p’l. N.°512 

Cuando se aumenta indefinidamente el número de caras, 

L’ tiende hacia el límite X, 
p' tiende hacia el límite p ; N.° 586 

y por tanto p’l tiende hacia el límite pl. 

.'. L = pl (n.° 207). l.c.d.d. 

588. Corolario. El drea lateral de un cilindro de revo- 
lución es igual al producto de la altura del cilindro por la 
circunferencia de la base. 

Sean h la altura, r el radio, y A el área total de un cilindro de revo- 
lución. Entonces, 

L = 2 irrh. A — 2 irrh + 2 7 rr 2 = 2irr(h + r). 
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Proposición XXIII. Teorema 

589. El vólumen de un dlindro circular es iguál 
producto de la base por la altura. 




Sea C un cilindro circular de base b, altura h y volumen V. 

Demostrar que V = bh. 

Demostración. Supóngase inscrito en C un prisma de base 


ceguìar b' y volumen V'. 

V' — b'h. N.° 539 

Cuando se aumenta indefinidamente el número de caras, 

V' tiende hacia V, N.° 586 

b' tiende hacia b. N.° 381 

Ahora bien, V' es siempre igual a b'h ; N.° 539 

por tanto, b’h tiende hacia bh. 

.*. V = bh (n.° 207). l.c.d.d. 


590. Cobolario. El volumen de un cilindro de revoludón 
de radio r y altura h es 7rr 2 h. 

à Cuál es el área de la base ? ^ Por qué factor debe multiplicarse ? 

591. Cilindros semejantes. Llámanse dlindros de revoludón 
semejantes los cilindros engendrados por la revolución de rectán- 
gulos semejantes alrededor de lados homòlogos. 

Los n.° 8 591 y 592 pueden saltarse si se quiere, lo que no afectará el 
estudio de lo que sigue. 
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Proposición XXIV. Teorema 

592 . Las áreas, sean laterales o totales, de dos cïlin- 
dros de revolución semejantes son entre sí como los 
cuadrados de las álturas o de los radios ; y los volú- 
menes, como los cubos de las álturas o de los radios. 




Sean r y r', h y h', L y L ', A y A', V y V' respectivamente los 
radios, las alturas, las áreas laterales, las totales y los volúmenes 
de dos cilindros de revolúción semejantes. 

Demostrar que L: L* = A: A 1 = h 2 : h ' 2 = r 2 : r ' 2 
y que también V: V f = li 8 : h ,s = r 8 : r ,s . 

Demostración. Los rectángulos generadores son semejantes. 

N.° 591 

— = — = — ~t- -. N.° 269 

h' r' h' + r' 

De esta proporción y del principio del n.° 58$ se deduce: 

L 2 rrrh r h h 2 

Y' = 2 irr'ìi' ~ ? X h' ~ V 2 ~ 1i n ' 

También, A = 2 7 rrh + 2 irr 2 (n.° 588), y V = irrVi. N.° 590 
A _ 2 7rr (h + r) _ £ & + r r 2 _ h 2 

* ’ d' _ 2 7 t/-'(A' + r') _ r' li' + r' r'* h n ' 

V irr 2 h r 2 h _ r 8 _ ¥ 

y asimismo, - r « X jr - - v «' 


L.C.D.D 
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EJERCICIO 93 

1. E1 diámetro de un pozo cilíndrico es de 1,8 m., y el 
agua tiene 2,1 m. de profundidad. ^Cuántos litros de agua 
hay entonces en el pozo? 

2. A1 sumergir un cuerpo en el agua contenida en un cilin- 
dro circular de 60 cm. de diámetro, el nivel del agua sube 40 cm. 
^ Cuál es el volumen del cuerpo ? 

3 . ^Cuántos metros cúbicos de tierra hay que extraer para 
eonstruír un túnel de 100 m. de largo cuya sección es un semi- 
sírculo de 12 m. de diámetro ? 

4 . ^Cuántos centímetros cuadrados de hierro laminado se 
Oecesitan para hacer un tubo de 18 cm. de diámetro y 4,8 m. 
de longitud? 

5. Hállese el radio de una vasija cilíndrica de 20 cm. de 
profundidad que contenga 2 litros. 

6 . La profundidad de una vasija cilíndrica de 20 litros de 
capacidad es igual al diámetro. Hállese el diámetro. 

7 . Si el área total de un cilindro de revolución es A, y ei 
radio es r, ^ cómo se expresa la altura ? 

8 . Exprésense el radio r y la altura h de un cilindro de 
revolución en función del área lateral L y el volumen V. 

9 . Exprésese el volumen V de un cilindro de revolución en 
función de la circunferencia C de la base y de la altura h de't 
cilindro. 

10. Hállese V en función de C y A. 

11. Hállese A en función de V y h. 

12 . Si V es el volumen de un cilindro de revolución. de altura 
igual al diámetro, i cómo se expresan la altura h y el área 
total A ? 

13. Despéjese r en la fórmula A = 2 7 rr(h + r) (n.° 588) 
(Suprímase si no se han estudiado las ecuaciones del segundo 
grado.) 






362 LIBRO VI! GEOMETRÍA DEL ESPACIO 


593. Superficie cónica. Llámase superjìcie cónica toda super^ 
ficie engendrada por una recta que se mueve de tal modo 
que siempre corta una curva plana fija y 
pasa por un punto exterior al plano de 
esa curva. 

La curva fija se llama directriz ; el punto fijo, 
vértice. 

Si se coge un lápiz por un extremo y, sin 
cambiar la posición de ese extremo, se desliza el 
otro a lo largo de una circunferencia, el eje del 
lápiz describirá una superficie cónica. O cójase 
una varilla por cualquier punto y, sin cambiar 
la posición de éste, liágase que uno de los ex- 
cremos recorra una curva plana cualquiera. Se 
tendrá entonces la superficie cónica representada 
en esta figura. 



594. Generatriz. Llámase generatriz de una superficie cónica 
la reeta que engendra la superficie, y también toda recta que 
representa una de las posieiones por que pasa aquélla; esto es, 
toda recta que va del vértice a la directriz. 

Si la generatriz es de longitud indefinida, la superficie consta de dos; 
partes, como se ve en la figura anterior. Estas partes se llaman hojas. 


595. Cono. Llámase cono todo sòlido limitado por unasuper- 
ficie cónica y por un plano que corta todas las generatrices. 


La superficie cónica se llama 
mperfìcie lateral del cono, y su 
vértice, vértice del cono. 

La base del cono es la super- 
ficie plana. 

Las gcneratrices del cono son 
las de la superficie cónica que lo 
limita. 

La aliura de un cono es la 
longitud de la perpendicular del 
vértice al plano de la base; o sea, 
la distancia del vértice a la base. 
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596. Cono circular. Llámase cono circular el que tiene nn 
círcnlo por base. 

Llámase eje de un cono circular la recta que va del vértice al centro 
de la base. 

597. Conos recto y oblicuo. Llámase cono recto el circular cuyo 
eje es perpendicular al plano de la base; cono oblicuo, el que 
no es recto. 

598. Cono de revolución. Llámase cono 
de revolución el circular recto, que puede 
suponerse engendrado por la rotaciòn de 
la hipotenusa de un triángulo rectángulo 
sobre un cateto. 

La hipotenusa generatriz se llama lado del cono. 

Si se supone prolongada indefinidamente, la superficie que engomlra es 
una superficie cónica de revolución. 

599. Sección cónica. Llámase sección cónica la intersección de 
un plano cualquiera y una superficie cónica de revolución. 




Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5 


En la fig. 1 la sección cónica consta de dos rectas concurrentes. Este 
caso se discute en el n.° 600. 

En la fig. 2 la sección es un círculo. E1 caso se discute en el n.° 601. 

En la fig. 3 la sección es una elipse, forma que aparenta un círculo 
mirado oblicuamente. Es la forma de las órbitas planetarias. 

En la fig. 4 la sección es una pardbola, trayectoria teórica de un 
proyectil. E1 plano de sección es paralelo a una generatriz. 

En la fig. 5 la secciòn es una hipérbola. 

La geometría elemental no se ocupa de estas tres últimas curvas. 
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Proposición XXV. Teorema 


600 . Toda sección de un cono determinada por un 
plano que pasa por el vértice es un triángulo. 



Sea AVB una sección determinada por un plano que pasa por el 
vértice V de un cono. 

Demostrar que A VB es un triángulo . 

Demostración. AB es una recta. N.° 429 

Trácense las rectas VA, VB. 

VA y VB son generatrices. N.° 594 

Estas rectas están en el plano de sección, puesto que sus 
extremos lo están. -^* ^2 

Luego VA y VB son las intersecciones del plano con la super- 
ficie del cono. 

Ahora bien, VA y VB son rectas. Por constr. 

Luego el plano de sección corta la superficie cónica según 
dos rectas. 

Luego la sección A VB es un triángulo (n.° 28). 


L.C.D.D. 
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Proposición XXVI. Teoreiìia 

601 Toda sección paralela a la base de un cono circu * 
lar es un cîrcido. , r 



Sean V-ABCD un cono circular, y A'B'C'D' una sección paralela 
h la base. 

Demostrar qne A'B'C'D' es un círculo. 

Demostración. Sean 0 el centro de la base, y 0' el punto en 
que el eje encuentra la sección. 

Por VO y dos generatrices cualesquiera VA, VB, trácense 
planos, que cortarán la base en los radios OA y OB, y A’B'C'D' 
‘•n las rectas O'A', O'B'. 

O’A' es II a OA, y O’B' a OB. N. c 453 

Por tanto, el triángulo AOV es semejante al A’O'V, y el OBV 


es semejante al O'B'V. 

N.° 235 

OA _ VO _ OB 

N.° 282 

O'A’ ~ VO' ~ O'B'' 


Ahora bien, OA = OB\ 

N.° 162 

:. 0’a' = 0'B', 

N.° 263 

y A'B'C'D' es un círculo (n.° 159). 

L C.D.D. 


602. Corolario. El eje de todo cono circular pasa por el 
centro de toda sección paralela a La base. 
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603. Plano tangente. Llámase plano tangente a un cono toda 
plano que contiene una generatriz pero no corta la superficie 
del cono. 

604. Construcción de planos tangentes. 

Es evidente que en un cono circular 
cualquiera, 

Todo jplano que contiene una tangente 
a la base y la generatriz que pasa por 
elpunto de contacto es tangente al cono ; 

Todo plano tangente corta el de la 
base según una tangente a la base. 

605. Pirámide inscrita en un cono. 

Dícese que una pirámide está inscrita 
en un cono cuando sus aristas laterales son generatrices del 
cono y su base está inscrita en la del cono. Dícese también 
que el cono está entonces circunscrito a la pirámide. 




Pirámide inscrita 


Pirámide circunserita 



606. Pirámide cìrcunscrita a un cono. Una pirámide está cir> 
cunscrita a un cono cuando sus caras son tangentes al cono y 
su base está circunscrita a la del cono. E1 cono está entonces 
inscrito en la pirámide. 
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á07. Cono truncado o tronco de cono. Llámase cono truncado 
o tronco de cono la parte de un cono comprendida entre la base 
y una secciòn paralela a la base. 

La sección y la base del cono se llaman bases 
del tronco. 

Los términos altura y área lateral de un 
tronco de cono tienen significados análogos a 
los dados en los n. 08 550 y 651 con respecto al 
tronco de pirámide, 

E1 lado de un tronco de cono de revolución 
es el segmento que las bases interceptan en el lado del cono. 



608. E1 cono y el tronco de cono como límites. Las proposicicmes 
siguientes, semejantes a las del n.° 586, pueden admitirse sin 
demostraciòn especial: 

Si se inscribe en un cono circular o se circunscrU>e a él una 
jìirámide de base regular , y se aumenta indefinidamente el 
núniero de sus caras , el volumen y el área lateral de la pirá- 
mide tenderán respectivamente hacia el volumen y el área lateral 
del cono como límites; 



El volumen de un tronco de cono es el límite de los volúmenes de 
los troncos de las pirámides inscrita y circunscrita de bases regu- 
lares, cuando el número de caras aumenta indefinidamente ; y el 
área lateral del tronco de cono es el límite de las áreas laterales 
de los troncos de esas pirámides. 
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Proposición XXVII. Teorema 

609. El área lateral de un cono de revolución es igual 
a la mitad del producto del lado del cono por la cir- 
cunferencia de la bcise. 



Sean L el área lateral, l el lado y C la circunferencia de la basô 
de un cono de revolución. 

Demostrar que L = | Cl. 

Demostración. Supóngase circunscrita al cono una pirámide 
regular. Sean p el perímetro de su base y L' su área lateral, 

L' — \l>l' X.° 553 

Cuando el número de caras de la pirámide circunscrita se 
aumenta indefinidamente, 



2/ tiende hacia L, 

N.° 608 


p tiende hacia C , 

N.° 381 

y por tanto 

\pl tiende hacia \ Cl. 


Ahora bien, 

L' es siempre igual a \pl. 

N.° 553 


.'.L = \Cl (n.° 207). 

L.C.D.D. 


610. Corolario. Si L es el drea lateral, A la total, 1 el lado 
y r el radio de la base de un cono de revolución, se tendrá: 

L = i (2 irr x V) = 7 rrl , 

A = irrl 4- 7rr 2 = 7rr Q 4- r\ 
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EJFRCICIO 94 

Mállense las dreas laterales de los conos de revolución en 
que el lado y la circunferencia de la base tienen los siguientes 
valores respectivamente: 

1. 2,875 y 5,375 m. 4. 3,7 y 5,8 m. 7. 2,5 y 4,8 cm. 

2. 4,375 y 8,25 m. 5. 5,3 y 9,7 m. 8. 3,8 y 8,5 cm. 

3. 6,5 y 10,5 m. 6 . 6,5 y 11,6 m. 9. 5,9 y 12,3 cin. 

Hállense las áreas laterales de los conos de revolución en 
quc el lado del cono y el radio de la base tienen los siguientes 
valores respectivamente: 

10. 3,75 y 2,5 cm. 13. 6,4 y 4,8 m. 16. 2,25 y 8 cm. 

11. 2,5 y 1,75 m. 14. 7,2 y 5,3 m. 17. 4,5 y 2 cm. 

12. 4,875 y 3,25 m. 15. 8,9 y 5,6 m. 18. 6,75 y 3 m. 

Hdllense las dreas totales de los conos de revolución en que 
el lado del cono y el radio de la base tienen los siguientes 
valores respectivamente: 

19. 3 y 2 m. 21. 7 y 4 cm. 23. 6y4m. 

20. 5 y 3 cm. 22. 9 y 5 cm. 24. 12 y 5 cm. 

25. Establézcase una fórmula para calcular el área lateral de 
un cono de revolución en función de la altura y el radio. 

26. Establézcase una fòrmula para calcular el lado en fun- 
ción del área lateral y la circunferencia de la base. 

27. Exprésese el lado en función del área lateral y el radio. 

28. Exprésese el radio de la base en función del área lateral 
y el lado. 

29. Exprésese el lado en funciòn del radio de la base y ei 
área total del cono. 

30. Exprésese la circunferencia de la base en funciòn dei 
área lateral y el lado del cono. 
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Proposición XXVIII. Teorema 

611 . El vólumen de un cono circular es igual a un 
tercio del producto de la base por la altura. 



Sea V el volumen de un cono circular de base b y altura h. 

Demostrar que V— ^ bh. 

Demostración. Supóngase inscrita en el cono una pirámide 
de base regular b' y volumen V'. 

V' = \b'h. N.°561 

Si el número de caras de la pirámide se aumenta indefinida- 


mente, 

V' tiende hacia V, 

N.° 608 


b' tiende hacia b, 

N.° 381 

y por tanto 

b'h tiende hacia bh. 



.*. V= \bh (n.° 207). 

L.C.D.D. 


612. Corolario. En todo cono circular de radio r y altura h 

V=\ 7rr 2 h. 

Obtiénese esta fórmula reemplazando en la anterior 6 por irr 2 (n.° 389) 

613. Conos de revolución semejantes. Llámanse conos de revo 
lución semejantes los engendrados por la revolución de trian* 
gulos rectángulos semejantes sobre catetos homólogos. 
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EJERCICIO 95 

Hállense los volúmenes de los conos circulares en que la 
altura y él área de la base son respectivamente: 


1. 4 cm., 8 cm. 2 

2. 3,25 m., 9,375 m. 2 

3. 5,375 m., 10,5 m. 2 


4. 6,3 cm., 3,8 cm. 2 

5. 7,8 cm., 6,9 cm. 2 

6. 9,3 mm., 16,8 mm. 2 


Hállense los volúmenes de los conos circulares en que la 
altura y el radio son respectivamente: 


10. 9,8 y 4,3 m. 

11. 10,5 y 6,2 m. 

12. 14,9 y 9,6 cm. 


7. 4 y 3 cm. 

8. 6 y 4 cm. 

9. 8 y 5 cm. 


13. i Cuál es la capacidad de un toldo cónico de 3 m. de 
diámetro y 2,1 m. de alto ? 

14. i Cuántos metros cúbicos hay en un montón de tierra 
que tiene la forma de un cono circular de 8 m. de altura y 15 
de diámetro ? 

15. Exprésese por una fòrmula la altura de un cono circulai 
en función del área de la base y el volumen. 

16. Exprésese el área de la base de un cono circular en 
función del volumen y la altura. 

17. Exprésese la altura de un cono circular en función del 
volumen y el radio. 

18. Exprésese el radio de un cono circular en función del 
volumen y la altura. 

19. Exprésese el volumen de un cono de revolución en 
función: 1) del lado del cono y el radio de la base; 2) del lado 
del cono y el diámetro de la base, dando al radical forma entera. 

20. Exprésense el lado y la altura de un cono de revolución 
en funciòn del volumen del cono y el diámetro de la base. 
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PIIOPOSICIÓN XXIX. Teorema 

614 . Las áreas, sean laterales o totales, de dos conos 
de revolución semejantes son entre si como los cuadra- 
dos de las alturas, de los radios o de los lados, y los volú- 
menes son entre sí como los cubos de las mismas líneas 
homólogas. 



Sean respectivamente L y L' las áreas laterales, A y A' las 
totales, V y V' los volúmenes, h y h' las alturas, l y V los lados, y 
r y r’ los radios de dos conos de revolución semejantes. 


j Demostrar que L: L’ = A : A' = h 2 : h' 2 = r 2 : r' 2 = l 2 : l' 2 , 
y que también V : V' = h 8 : h' 8 = r 8 : r' 8 = l 8 : l' 8 . 

Demostración. Se tiene: 


h_l_r_l-\-r 

h'~V~r'~T+7’’ 


X. 08 282, 269 


_ 7 rrl _ r l _ r 2 _ l 2 li 2 

L' ~ Wt' ~ r' X ï' ~ ?* ~ F ì = JL 2 ' 


X.° 610 


A _ irr(l + r) _r l + r r 2 l 2 h 2 
A’ ~ 7 rr' (l' + r') ~ r' X l'+ r' ~ F 1 ~ V 2 ~ JF* 

V IttMi î - 2 h ?* P l 8 , 

V' % irr'VV ~ r ' 2 X h' ~ r'* ~ IV 8 ~ l ,a 612 ^' 


N.° 610 

L.C.D.D. 


Los n. 08 Gl3 y 614 pueden saltarse si se quiere, sin que ello afecte el 
estudio de los teoremas ni la resolución de los problemas que se dan en 
el resto de la obra. 
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Proposición XXX. Teorema 

615 . El área lateral de un tronco de cono de revo - 
lución es igual al producto del lado por la semisuma 
de las circunferencias de las bases. 



Sean L el área lateral de un tronco de cono de revolución, l el lado, 
y C y C' las circunferencias de las bases. 

Demostrar que L = | (C+ C') l. 

Demostración. Supóngase circunscrito al tronco de cono un 
tronco de pirámide regular. 

Sean V el área lateral j p j p’ los perímetros de las bases 
del tronco de pirámide. E1 apotema es igual al lado l del tronco 
de cono. Esto supuesto, se tendrá: 

L' = h(P+p')l- N.° 554 

^Hacia qué límites tienden las cantidades variables V j 
(p +p') cuando el número de caras del tronco de pirámide 
aumenta indefinidamente ? 

^Cuál es pues el límite de %(p +p')t? 

I Qué se deduce de aquí? (Véase el n.° 587.) 

Complétese la demostración. 

616. Corolario. El área lateral de un tronco de cono de 
revolución es igual al producto del lado por la circunferencia 
de la secdón equidistante de las bases. 

^Cómo se demuestra que la circunferencia de esta sección es igual 
a 5 (C + C')? i Qué relaciôn hay entre los radios? 
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Proposición XXXI. Teorema 

617. Todo tronco de cono circular es equiválente a la 
suma de tres conos cuyci altura común es la del tronco 
y cuyas bases son respectivamente las del tronco y la 
media proporcional entre ellas. 



Sean b y b' las bases, h la altura, y V el volumen de un tronco 
4e cono circular. 

Temostrar que V— ì h (b + b' + VbV). 

Demostración. Supóngase inscrito en el tronco de cono un 
tronco de pirámide cuyas bases sean polígonos regulares. 

Sean V' el volumen del tronco de pirámide, y x y x' las bases. 
La altura es igual a la altura h del tronco de cono dado. Esto 
supuesto, se tiene: 

V' = £ h (x + z' + V^). N.° 565 

l Hacia qué límites tienden V\ x , x' y xx' cuando el número 
de caras se aumenta indefinidamente ? 

I Hacia qué límite tiende £ h (x + x' -f- Vxx')? 

I Qué se deduce de esto ? 

Dése la demostración completa. 

618 . Corolario. JEn todo tronco de cono de revoludón los 
radios de cuyas bases son r y r', 

V= J 7rh (r 2 + r /2 -f- rr'). 

Síguese esto de que b = irr 2 , b' = 7rr' 2 , Vbb' =Virr 2 • irr' 2 - tt rr'. 
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EJERCICIO 96 

Hâlleme las áreas laterales de los troncos de cono de revo 
\ución en que (7, C' y 1 tienen los valores en metros que se 
dan a continuación: 

1. C = 4, C' = 3, l = 0,5. 

2. C= 6, C'= 5, 1 = 1,4. 

3. C = 7,5, C’ = 5,75, l = 2,125. 

4. C = 23, C’ = 18, l = 16. 

Hállense los volúmenes de los conos truncados circulares en 
que h, b y b' tienen los valores siguientes: 

5. h = 3 m., b = 4,5 m. 2 , b' = 2 m. 2 

6. h = 4 m., b = 8,3 m. 2 , b' = 3 m. 2 

7. h = 5,5 m., b = 16 m. 2 , b' = 9 m. 2 

8. h = 6 m., b = 17 m. 2 , 6' = 11 m. 2 

Hdllense los volûmenes de los troncos de cono de revolucìân 
en que h, r y r' tienen los siguientes valores en centímetros: 

9. h = 4, r = 3, r’ = 2. 

10. h = 5, r = 3,5, r’ = 2,25. 

11. h = 6,r= 3,7, r'= 3,1 

12. A = 7,5, r = 4,75, r' = 3,1. 

13. Establézcase una fórmula para determinar la altura de 
un cono truncado circular en funciòn del volumen y de las 
áreas de las bases. 

14. Establézcase una fórmula para determinar la altura de 
un cono truncado de revolución en función del volumen y de 
ìos radios de las bases. 

15. Establézcase una fórmula para determinar el volumen V 
de un tronco de cono de revolución en función de la altura h 
del tronco y los diámetros d y d’ de las bases. 
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EJERCICIO 97 

Problemas industriales 

1. Para obtener de una troza redonda la viga rectangular 
de mayor resistencia se emplea esta regla: 

I)e lados opuestos de un diámetro A C , leván- 
tense a él dos perpendiculares MD, NB en los a 
puntos de trisección M y N. E1 rectángulo ABCD 
es la secciòn dc la viga que se busca. 

Calcúlense las dimensiones, suponiendo que la troza tiene 
48 cm. de diámetro. 

2. La chimenea de un buque tiene 1,275 m. de diámetro, y 
está hecha de cuatro placas metálicas unidas longitudinalmente. 
En las juntas, cada placa cubre 38 mm. de la otra. Ilállese el 
ancho de las placas. 

3. Una caldera tubular tiene 124 tubos de 5 cm. de diámetro 
y 3 m. de longitud. i Cuál es la superficie total de los tubos ? 

4. Un cuarto está calentado por tuberías de vapor, que cons- 
tan de 70 m. de tubos de 5 cm. de diámetro, 8 m. de tubos de 
8 cm., y 1 m. de tubos de 10 cm. ^ Cuál es la superficie total 
de calefacción ? 

5. Suponiendo que el hierro pesa 8 veces más que el agua, 
^cuál es el peso de una plancha triangular de hierro de 
3000 cm. 2 de superficie y 5 mm. de espesor ? 

6. En una caldera cilíndrica vertical, la superficie del agua 
se halla a 1 m. de la tapa superior, y tiene área de 1,2 m. 2 
^Qué volumen ocupa el vapor? 

7. ; ; Cuál debe ser la altura de un cilindro de 1,2 m. de 
diámetro que contenga 4500 litros ? 

8. ^Cuántos centímetros cuadrados de lata se necesitan para 
un embudo cuyos diámetros superior e inferior son de 30 y 
15 cm. respectivamente y cuya altura es de 25 cm. ? 
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9. Suponiendo el peso del acero igual a 8 veces el del agua, 
l cuánto pesa una barra de acero cuyas dimensiones son 3m., 
250 mm. y 45 mm. ? 

10. En una plancha de acero cuyas dimensiones son 1,5 m., 
1,05 m. y 12 mm. se hace un agujero circular de 25 cm. de diá- 
metro. ^Cuál es el peso de lo que queda, si el acero tiene el 
peso dado en el problema anterior ? 

11. Una columna tiene un pedestal de fundición en forma 
de pirámide truncada de 22 cm. de altura. La base inferior 
es un cuadrado de 60 cm. por lado, y el área de la superior 
es un cuarto del área de la inferior. ^ Cuál es el peso del 
pedestal, suponiendo que el peso de la fundición es 7,2 veces 
el del agua? 

12. La tapa (acero) de un cilin- 
dro de vapor tiene la forma de 
esta figura. Las dimensiones en 
milímetros son : a = 300, b = 75, 
c = 50,d = 150, e = 75, f= 12,5, 
g = 22, h = 20. Hay seis agu- 
jeros de 20 mm. de diámetro para 
los pernos. Calcúlese el peso, suponiendo que el acero pesa 
8 veces más que el agua. 

13. Una viga de doble T, como la aquí representada 
en sección, tiene 5,4 m. de largo. Las otras dimen- 
siones, en milímetros, se dan en la figura. Hállese su 
peso, suponiendo que el material pesa 7500 kg. por m. 8 

14. Un árbol hueco de acero tiene 45 cm. de diámetro exterior, 
20 cm. de diámetro interior, y 3,6 m. de largo. Hállese el peso s 
suponiendo que el acero pesa 8000 kg. por m. 8 

15. Hállese el área lateral de un pedestal de forma de cono 
truncado cuyos radios superior e inferior son de 0,85 y 1,2 m. 
respectìvamente y cuya altura es de 3 m. 
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EJERCICIO 98 

Peoblemas yarios 

1. Hállese el volumen de un tronco de pirámide regular 
cuyas bases son cuadrados de 54 y 24 cm. por lado y cuyo 
apotema es de 25 cm. 

2. Las bases de un tronco de pirámide regular son exágonos 
de 1 y 2 m. por lado respectivamente. E1 volumen es de 12 m. 8 
Hállese la altura. 

3. De un cono de revoluciòn de 30 cm. por lado y la circunfe- 
rencia de cuya base mide 10 cm. se corta por un plano paralelo 
a la base un cono de 6 cm. de lado. Hállense el área lateral y 
el volumen del tronco así obtenido, y también el volumen del 
cono entero. 

4. En un tronco de pirámide, h = 9 m., y las bases son 
cuadrados de 6 y 8 m. por lado respectivamente. Hállese la 
diferencia entre su volumen y el de un prisma de igual altura 
y de base igual a una sección del tronco paralela a las bases y 
equidistante de ellas. 

5. Una construcción de piedra tiene la forma de un cono 
truncado bueco y descubierto de 12 m. de altura. Los diáme- 
tros exteriores de las bases son de 12 y 16 m.; los interiores, 
de 10 y 12 m. ^ Cuántos metros cúbicos de piedra contiene ? 

6. Una cbimenea tiene forma de pirámide regular truncada 
y altura de 54 m. Las bases superior e inferior son cuadrados 
de 3 y 4,8 m. por lado respectivamente. E1 conducto es de sec- 
ción uniforme cuadrada de 2,1 m. por lado. ^ Cuál es el volumen 
del material ? 

7. Dos triángulos rectángulos cuyas hipotenusas son 25 y 
35 cm. giran cada uno sobre un cateto. Los otros catetos son 
de 15 y 21 cm. respectivamente. Hállese la relación entre las 
áreas totales de los sólidos que engendran, y calcúlense los 
dos volúmenes. 
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EJERCICIO 99 

S(5lidos equivalentes 

1. Hállese la altura de un prisma recto cuya base sea un 
rectángulo de 12 por 16 cm. y cuyo volumen sea igual al de 
un cubo de 12 cm. por lado. Hállese la diferencia entre las 
áreas totales de los dos sólidos. 

2. Las dimensiones de un paralelepípedo rectángulo son a, 
b y c. Exprésense la altura de un cilindro de revolución equi- 
valente de radio r, y la de un cono de revolución equivalente de 
radio r. 

3. Dada una pirámide regular de 12 cm. de altura, hállese la 
altura de un prisma cuya base y volumen sean equivalentes a 
los de la pirámide. 

4. Dado un cilindro de 7 m. de radio y 8 de altura, hállese 
la altura de un prisma recto equivalente de base cuadrada de 
4 m. por lado. 

5. Sea a la arista de un cubo. i Cuál es la altura del cilindro 
recto circular equivalente de radio r ? 

6. Las alturas de dos cilindros rectos circulares equivalentes 
están en la relación de 4 a 9. Si el diámetro del uno es de 
6 m., ^ cuál es el del otro ? 

7. Dado un cono en que r = 3,5 m. y h = 8 m., hállese la 
altura de un cilindro equivalente de 6 m. de diámetro. 

8. Las bases de un tronco de una pirámide regular de 6 cm. 
de altura son cuadrados de 5 y 8 cm. por lado. Hállese la 
altura de una pirámide regular equivalente de base cuadrada 
de 12 cm. por lado. 

9. Un tronco de cono de revolución tiene 5 m. de altura y 
diámetros de 2 y 3 m. Hállese la altura de un cilindro de revo- 
lución equivalente de base equivalente a la sección del troncn 
paralela a las bases y equidistante de ellas. 
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EJERCICIO 100 

CUESTIONARIO DE REPASO 

1. ^Qué es poliedro? <jEs el cilindro un poliedro? 

2. Qué es prisma? <;C<5ino se nombran los prismas según 
las bases? 

3. <;Còmo se calcula el área lateral de un prisma? <;Es un 
mismo método aplicable a prismas oblicuos y rectos? 

4. Defínanse paraletepípedo, paralelepípedo rectángulo, cubo. 
^Es todo paralelepípedo rectángulo un cubo? ^Es todo cubo 
un paralelepípedo rectángulo? 

5. ^Cual es la diferencia entre sólidos iguales y sólidos 
equivalentes? Si dos cubos tienen una misma altura, <;son 
equivalentes ? <j son iguales ? <; Puede decirse otro tanto de dos 
paralelepípedos cualesquiera ? 

6. <;Cuáles son las condiciones de igualdad de dos prismas? 
<;de dos prismas rectos? <;de dos cubos? 

7. <;Qué relación hay entre dos triedros opuestos de un 
paralelepípedo ? 

8. <; Còmo se calcula el volumèn de un paralelepípedo ? 

9. <;Còmo se halla el volumen de un cilindro? <^el de un 
prisma? <;el de una pirámide? <? el de un cono? 

10. <^Quò es pirámide ? <;En qué pirámides puede tomarse 
cualquier cara por base ? 

11. <; Cómo se calcula el área lateral de una pirámide? <;la de 
un cono recto? <; la de un tronco de pirámide o de cono recto? 

12. <?Cuántos poliedros regulares convexos pueden existir? 
^Còmo se llaman? 

13. <jCómo se calculan el volumen, el área lateral y la total 
de un cono de revolución cuando se conocen el radio de la base 
y la altura del cono ? 





LIBRO VIII 

LA ESFERA 


619. Esfera. Llámase esfera un sólido limitado por una super- 
ùcie todos cuyos puntos equidistan de un punto interior. 

Este punto se llama centro. La superficie se. llama superficie esférica , 
y a veces esfera también. La mitad de una esfera se llama hemisferio o 
semiesfera. Los términos radio j diámetro tienen significados análogos a 
los dados al tratar del círculo. 

620. Generación de la esfera. Síguese de la defìnición que toda 
esfera puede suponerse engendrada por la revolución de un semi- 
círculo sobre un diámetro. E1 radio y el dlámetro del semicírculo 
son respectivamente el radio y el diámetro de la esfera. 

Si el semicírcuio ACB gira alrededor de AB, engendrará una esfera. 

Postúlase que, dados un punto y una longitud cualesquiera , existe una 
esfera que tiene ese punto por centro y esa longitud por radio. 



621. Igualdad de los radios y diámetros. Es claro que todos 
los radios de una esfera son iguales, y que también lo son todos 
los diámetros; que esferas iguales tienen radios iguales, y que 
esferas de radios iguales son igiiales. 
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Peoposición I. Teorema 


622. Toda sección plana de una esfera es un círculo 



Sean 0 el centro de una esfera, y ABD una sección determinada 
por un plano cualquiera. 

Demo8trar que ABD es un cîrculo. 

Demostración. Trácense dos radios cualesquiera OA, OB a la 
intersección del plano con la superficie de la esfera, y OC perpen- 
dicular al plano. 


Los A OCA, OCB son rectángulos en C ; 

N.° 430 

OC = OC , y OA = OB', 

N.° 621 

.'. los A son iguales; 

K° 89 

CA = CB. 

N.° 67 


Vese pues que todos los puntos de la curva ABD equidistan 
de C y y que por tanto la sección es un círculo (n.° 159). l.c.d.d 

623. Corolario l.° La recta que une el centro de una 
esfera y el de un círculo de la esfera es perpendicular al 
plano del cîrculo. 

624. Corolario 2.° Planos equidistantes del centro de una 
esfera la cortan en circulos iguales. Si las distancias de dos 
secciones al centro son desiguales , la que mds dista es la menor. 
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625. Círculo máximo. Llámase circulo máximo la sección de 
la esfera por un plano que pasa por el cèntro. 

626. Círculo menor. Llámase círculo menor de una esfera toda 
sección plana que no contiene el centro. 

627. Polos de un círculo. Llámanse polos de un círculo de 
una esfera los extremos del diámetro de ésta perpendicular al 
plano del círculo. 

628. Corolario l.° Todos los círculos cuyos planos son para- 
lelos tienen polos comunes. 

629. Corolario 2.° Todos los circulos mdrimos de una esfera 
gon iguales. 

630. Corolario 3.° Todo círculo mdximo bisecta la esfera. 

631. Corolario 4.° Dos círculos mdximos cualesquiera se 
bisectan entre sí. 

632. Corolario 5.° Si los planos de dos círculos mdxim.os 
son perpendiculares entre si, cada circulo pasa por los polos 
del otro. 

633. Corolario 6.° Por dos puntos cualesquiera de la super - 
ficie de una esfera puede trazarse un circulo mdximo , y por 
lo generàl sólo uno. 

Estos dos puntos y el centro generalmente determinan un plano. Dis- 
cútase el caso en que los dos puntos son los extremos de un diámetro. 

634. Corolario 7.° Por tres puntos de la superficie de una 
esfera puede trazarse en esta superficie un circulo, y sólo uno. 

I Cuántos puntos situados de qué manera determinan un plano ? 

635. Distancia entre dos puntos de una esfera. Llámase dis - 
tancia entre dos puntos de una esfera, medida sobre la superficie, 
la loneitud del arco de círculo máximo que los une. 
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Proposición II. Teorema 

636. Todos los puntos de un circulo de una esfera 
equidistan de cadapolo del círculo. 



Sean P , P' los polos del círculo ABC, y A, B t C tres puntos 
cualesquiera del círculo. 

Demostrar que los arcos de círculo máximo PA, PB , P C son 
iguales. 

Demostración. Las rectas PA, PB, PC son iguales. ]ST.° 439 

Luego los arcos PA, PB, PC son iguales (n.° 172). l.c.d.d. 

Análogo razonamiento se apliea a los arcos 4F, -BP', CP'. 

637. Distancia polar. Llámase distancia polar de un círculo 
de una esfera, con respecto a uno de los polos del círculo, el 
arco de círculo máximo, expresado en grados u otras unidades 
análogas, comprendido entre el círculo y ese polo. 

638. Cuadrante. Llámase cuadrante de una esfera la cuarta 
parte de un círculo máximo. 

639. Corolahio l.° Las distancias polares de un círculo 
máximo son cada una igual a un cuadrante. 

640. Corolario 2.° Las rectas que van de los puntos de un 
círculo a uno de sus polos son iguales . 
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Proposición III. Teorema 

641 . Si la distancia de un punto de una esfera a otros 
dos que no están diametralmente opuestos es un cua- 
drante, el primer punto es un polo del círculo máximo 
que pasa por los otros dos. 



Sean P un punto de una esfera, PA y PB dos cuadrantes, y ABC 
el círculo máximo que pasa por A y B. 

Demostrar que P es uno de los polos del O ABC. 

Demostración. ^ Qué clase de A son AOP j BOP ? 

^ Qué es PO con respecto al plano del O ABC ? 

I Síguese de aquí que P es un polo del círculo ? 

642. Trazar un círculo sobre una esfera. Según este teorema,. 
puede siempre trazarse sobre una esfera de radio dado un 
círculo máximo que pase por dos puntos dados de ella. 

La abertura PA del compás debe ser igual a Vr 2 + r 2 = r V2. 

643. Rectas y planos tangentes. Dícese que una recta o un 
plano y una esfera son tangentes entre sí cuando tienen un 
punto común, y sólo uno. Este punto se llama punto de, contacto. 

644. Esferas tangentes. Dos esfcras son ta.ngentes entre s» 
cuando sus superficies tienen un punto común, y sólo uno- 
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PhoposiciOn IV. Teorema 

645. Un plano perpendicular a un radio de una esfera 
en su extremo es tangente a la esfera. 



Sea MN un plano perpendicular en A al radio OA. 

Demostrar que MN es tangente a la esfera. 

Demostración. Sea P otro punto cualquiera de MN. 

I Cuál es mayor, OP u OA ? 

i Está pues P sobre la esfera, dentro o fuera de ella ? 

^Qué se deduce de aquí con respecto a todos los puntos de 
MN distintos de A ? 

I Por qué se sigue que MN es tangente a la esfera? 

646. Corolario. Todo plano tangente a una esfera es per- 
pendicular al radio que pasa por el punto de contacto. 

Á Cuáles son el teorema y corolario correspondientes de la geometría 
plana ? Pueden servir de guía en la demostración de este corolario ? 

647. Esfera inscrita. Dícese que una esfera está inscrita en 
un poliedro, o éste circunscrito a aquélla, cuando todas las caras 
lel poliedro son tangentes a la esfera. 

648. Esfera circunscrita. Una esfera está circunscrita a un 
poliedro, o éste inscrito en aquélla, cuanto todos los vértices 
del poliedro están eu la superficie de la esfera. 








ESFERA INSCRITA 


387 


Proposición V. Teorema 

649 . En todo tetraedro puede inscribirse una esfera. 



Sea ABCD un tetraedro cualquiera. 

Demostrar que en el tetraedro ABCD puede inscribirse una 
esfera. 

Demostración. Trácense los planos OAB, OBC, OCA, bisectores 
de los diedros AB,BC, CA. 

Estos tres planos tienen necesariamente un punto común 0. 
(Demuéstrese esto.) 

Todo punto del plano OAB equidista de los planos ABC 
j ABD. E.°479 

Asímismo, todo punto de OBC equidista de los planos ABC j 
DBC, j todo punto de OCA equidista de los planos ABC j A DC. 

Luego el punto 0, común a estos tres planos, equidista de 
las cuatro caras del tetraedro, j es por tanto el centro de una 
esfera tangente a ellas (n.° 645); esto es, de una esfera inscrita 
en el tetraedro (n.° 647). l.c.d.d. 

I Cuál es el teorema correspondiente de la geometría plana ? ^Es aná- 
loga la demostración ? 

Se demuestra en la geometría plana que las bisectrices de los tres 
ángulos de un triángulo se encuentran en un punto. i Cuál es el teorema 
correspondiente relativo a los diedros de un tetraedro ? 

,;Polígonos de qué clase son siempre circunscriptibles a un círculo? 

Qué se infiere por analogía en cuanto a ciertos sólidos ? 
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Peoposición VI. Teopema 
650. A. todo tetraedro jpuede circunscribirse una esfera■> 



Sea ABCD un tetraedro cualquiera. 

Demostrar que a ABCD puede circunscribirse una esfera. 

Demostración. Seart P y Q los centros de los círculos circuns- 
critos a las caras ABC y ABD respectivamente. 

Trácense PR ± a la cara ABC, y QS a la ABD. 

PR es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de 
A, D y C ; y QS, el de los que equidistan de A, B y D. N.° 442 

Luego PR y QS están en el plano perpendicular a AB en su 
wnto medio. 

Si QS fuera II a PR, sería ± a la cara ABC. N.° 445 

Esto es imposible, por ser QS ± al plano ABD, que corta al 
plano ABC. Por hipòt. 

Puesto que PR y QS no son paralelas y están situadas en 
un mismo plano, deben encontrarse. Sea pues 0 su punto de 
intersección. 

Este punto 0 equidista de A, B, C y D, y es por tanto el 
centro de la esfera circunscrita (n.° 648). l.c.d.d. 

651. Corolario. Por cuatro puntos no situados en un mismo 
plano puede siempre hacerse pasar una mperficie esférica. 

E1 centro de una esfera que pasa por los cuatro puntos debe hallarse 
en los planos arriba citados, y como tienen sólo un punto común, no 
puede haber más que una esfera. 
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Proposición VII. Teorema 

652. La intersección de dos superficies esféricas es un 
cîrculo cuyo plano es perpendicular a la línea de los 
centros de las esferas y cuyo centro está situado en 
esa línea. 


Sean 0 y 0' los centros de dos esferas que se cortan. 

Demostrar que las esferas se cortan en un cîrculo cuyo plano 
es perpendicular a 00' y cuyo centro estd en 00'. 

Demostración. Sean A y B las intersecciones de dos círculos 
máximos cualesquiera determinados por un plano que con- 
tenga OO'. 

00' es X a AB en su punto medio. N.° 195 

Si el plano gira alrededor de 00', los dos círculos engendran 
las superficies esféricas, y A engendra su línea de intersección. 

Durante la rotación, A C permanece constante y 1 a 00'. 

Luego A engendra un círculo de centro C y cuyo plano es 
perpendicular a 00' (n.° 432). l.c.d.d. 

653. Ángulo esférico. Llámase ángulo esférico la abertura o 
separación entre los arcos de dos círculos máximos de una 
esfera. 

Se toma por medida de un ángulo esférico el ángulo plano 
cuyos lados son tangentes a los dos arcos en su punto de inter- 
sección y parten de este punto en el mismo sentido que dichos 
arcos. Ese punto de intersección es el vértice del ángulo esférica 
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EJERCICIO 101 

1. Las cuatro perpendiculares a las caras de un tetraedro 
lerantadas en los eentros de los círculos circunseritos a esas 
caras son concurrentes. 

2. Los planos perpendiculares a las aristas de un tetraedro 
en sus puntos medios se encuentran en un punto. 

3. Los seis planos bisectores de los diedros de un tetraedro 
se encuentran en un punto. 

4. Todos los círculos de una esfera que tienen distancias 
polares iguales son iguales. 

5. Todos los círculos iguales de una esfera tienen distancias 
polares ìguales relativas a polos semejantemente dispuestos- 
ssto es, a sus polos más cercanos o a sus más distantes. 

6. <; Cuál es el lugar geométrico de los puntos de un plano 
equidistantes de un punto dado del plano? ^Cuál el de los 
puntos del espacio equidistantes de un punto dado cualquiera? 

7. Toda tangente a un círculo máximo está contenida en eì 
plano tangente a la esfera en el punto de contacto de aquélla. 

8. Toda recta trazada en un plano tangente a una esfera 
por el punto de contacto es tangente a la esfera en ese punto. 

9. Por un punto cualquiera situado sobre una esfera puede 
pasar un plano tangente a ella, y sòlo uno. 

10. Hállese en un plano un punto equidistante de dos rectas 
del plano que se cortan, y que esté a una distancia dada de un 
punto exterior al plano. Discútase el probléma. 

11. ^Cuántos puntos determinan una recta? ^un círculo? 

<4 una su perficie esférica ? Demuéstrese que dos superficies 
esféricas coinciden si tienen comunes este número de puntos. 

12. Si dos planos tangentes a una esfera en C y D secortan 
según la recta AB, la CD es perpendicular a AB\ esto ês, por 
CD puede trazarse un plano perpendicular a AB (n.° 450). 
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Proposición VIII. Teorema 


654. Todo ángulo esférico tiene por medida el arco 
que sus lados interceptan en un círculo máximo que 
tiene el vértice del ángulo por uno de sus polos. 



Sean PA, PB , dos arcos de círculos máximos que forman el 
ángulo esférico APB; PA' y PB' las tangentes a estos arcos en 
P ; AB, un arco de círculo máximo descrito de P como polo. 

Demostrar que el ángido esférico APB tiene por medida el 


arco AB. 

Demostración. En el plano POB, PB' es _L a PO, N.° 185 
y OB es _L a PO; N.° 213 

.-. PB' es II a OB. K.° 95 

Asímismo, PA' es II a OA ; 

.*. ZA'PB' = Z.AOB. K°461 

Ahora bien, AOB tiene por medida el arco AB; N.° 213 


.•. AA'PB' tiene por medida el arco AB. 

.*. ^AP^tienepormedidaelarcoA5(n.°653). l.c.d.d. 

655. Corolario l.° Todo ángulo esférico tiene la misma 
medi.la que el diedro formadopor losplanos de los dos círculos. 

656. Corolario 2.° Todo arco de círculo máximo que pasa 
por un polo de otro círculo máximo es perpendicular a éste. 
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657. Polígono esférico. Llámase poligono esférico toda super- 
fìcie que forma parte de la de una esfera y está limitada por 
arcos de círculos máximos de la esfera. 

Estos arcos se llainan lados del polígono; los ángulos esféricos que 
forman, ángulos del polígono, y los vértices de éstos, vértices del polígono. 

658. Relación entre los polígonos esféricos y los ángulos poliedros. 

Los planos de los lados de un polígono esférico forman un án- 
gulo poliedro cuyo vértice es el centro de la esfera, cuyas caras 
tienen por medida los lados del polígono, y cada uno de cuyos 
diedros tiene la misma medida que el ángulo correspondiente 
del polígono. 

Los planos de los hdos del polígono ABCD 
forman el ángulo poliedro O-ABCD. Las 
caras BOA, COB .. . tienen por medidas res- 
pectivas los lados AB, BC.. . del polígono. 

E1 diedro cuya arista es OA tiene la misma 
medida que el ángulo esférico BAD. 

Siguese que a todcc propxedad de los ctngulos poliedros corres- 
Jponde una analoga de los poligonos esféricos , y recíprocamente. 

659. Polígono esférico convexo. Dícese que un poiígono esfé- 
rico es convexo cuando el ángulo poliedro correspondiente es 
convexo (n.° 491). 

Aquí se tratará sólo de polígonos convexos, a menos que se diga lo 
contrario. 

660. Diagonal. Llámase diagonal de un polígono esférico todo 
arco de círculo máximo que une dos vértices no consecutivos. 

661. Triángulo esférico. Llámase triángulo esférico el polí- 
gono esférico de tres lados. 

Los triángulos esféricos, como los planos, pueden ser rectángulo^ 
óbtusdngulos, isósceles, etc. 

662. Polígonos esféricos iguales. Dícese que dos polígonos 
esféricos son iguales cuando son superponibles. 
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Proposición IX. Teorema 

663. Cada lado de un triángulo esférico es menor 
que la suma de los otros dos. 



Sea CA el lado mayor del triángulo esférico ABC 

Demostrar que CA < AB -\- BC. 

Demostración. En el triedro O-ABC, 

Z COA < Z BOA -f- Z COB. N. e 494 

/. CA < AB + BC (n.° 658). l.c.d.d. 

Proposición X. Teorema 

664. La suma de los lados de un jpolígono esférico es 
menor que 360°. 



Sea ABCD un polígono esférico cualquiera. 

Demostrar que AB + BC + CD -f- DA < 360 °. 

Demostración. 

ZBOA+Z.COB+ADOC +ZDOA < 360°. N.° 495 

r.AB+BC + CD + DA < 360° (n.° 658). 


L.C.D.D. 
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665. Triángulo polar. Denomínase triángulo polar de un 
triángulo esférico el triángulo esférico cuyos lados tienen por 
polos los vértices del ótro. 

Si, por ejemplo, A es el polo del lado B'C', B el 
del C'A ', y C el del A'B', el triángulo A'B'C' es 
el polar del ABC. 

Si con A, B y C como polos se describen círcu- 
los máximos completos, dividirán la superficie de 
la esfera en ocho triángulos esféricos. E1 polar 
del ABC es aquel cuyo vérticeA', correspondiente 
a A, está situado del mismo lado de BC que A; y así de los otros vértices. 



EJERCICIO 102 

1. Dígase cómo se puede dividir un arco dado de círculo 
máximo en dos partes iguales. 

<> Cómo puede trasportarse el arco al papel ? 

2. Demuéstrese que dos ángulos esféricos opuestos por el 
vértice son iguales. 

3. Describir un círculo máximo que pase por un punto dado 
de la superficie de una esfera y sea perpendicular a un círculo 
máximo dado de la esfera. 

4. Demuéstrese que todo punto de un círculo máximo que 
bisecta un arco de otro y es perpendicular a é\ equidista de sus 
extremos (n.° 635). 

5. Si dos lados de un triángulo esférico son de 82° 47' y 
67° 39 f respectivamente, ^qué se deduce con respecto a la mag- 
nitud del tercer lado? 

6. Tres lados de un cuadrilátero esférico son 86° 29', 73° 47' 
y 69° 54' respectivamente. ^Qué se deduce con respecto a la 
magnitud del otro? 

7. Hágase el dibujo de una esfera y en ella el de un trián- 
gulo esférico equilátero con lados de 90°, y el de) triángulo 
polar de éste. 
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Proposición XI. Teorema 


666 . Si un triángulo esférico es el polar de otro, el 
segundo es el polar del primero. 



Sea A'BtC el triángulo polardel ABC. 

Demostrar que ABC es el triángulo polar del A'B'C’. 
Demostración. Puesto que A es un polo de B'C', 


N ° 665 


y C uno de A 'B', 


la distancia de B' a A y C es un cuadrante ; N.° 639 


.*. B' es un polo de AC. 
Asímismo, A' es un polo de BC , 

j C' uno de AB. 


N.° 641 


.'. ABC es el triángulo polar del A'B'C'( n.° 665). l.c.d.d. 

I Es necesario que uno de los triángulos esté enteramente dentro del 
otro? Trácese la figura a pulso, empezando con el triángulo ABC, y 
haciendo AB = 100°, A C = 100°, BC = 30°. 

Dibújese otra con AB = 120°, AC = 80°, BC = 40°. 

Suponiendo que ABC es el triángulo polar de A'B'C', demuéstrese 
que A'B'C' es el polar del ABC. ^ 

En el estudio de los triángulos esf éricos es de grande utilidad tener una 
pizarra de forma esférica. A falta de ella puede emplearse una bola de 
madera. Las figuras deben trazarse con la mayor exactitud posible y 
compararse cou ias dadas en perspectiva en el texto. 
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Proposición XII. Teorema 

667 . En dos triangulos polares , cada ángulo dd uno 
‘>.s suplementario del lado opuesto del otro. 



Sean ABC, A'B'C' dos triángulos polares, en que las letras de 
los vértices representan los valores de los ángulos, y las puestas 
sobre los lados representan los valores de éstos, en grados. 

Demostrar que ^4-ha' = 180°, i?-hb' = 180°, C-hc' = 180°; 

^t'-ha = 180°, P' + b = 180°, C" + c = 180° 

Demostración. Prolónguense los dos arcos AB, AC hasta sus 
Lntersecciofíes D y E con B'C'. 

B' es polo de AE ; B'E = 90°. X.° 639 

C' es polo de AD-, .*. DC' = 90° 

B'E + DC' = 180°, 
o sea, B'D + DE + DC' = 180°, 

o bien, DE + B'C' = 180°. 

Pero DE es la medida del ZA, ]ST.° 654 

J B'C' = a' ; 

.-. A -h a' = 180°. 

Asímismo, B + b' = 180°, C + c' = 180°. 

De una manera análoga se demuestran las otras relaciones, 
prolongando los lados del A ABC. l.c.d.d 
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Proposición XIII. Teorema 

668 . La suma de los ángulos de un triángulo esférico 
es mayor gue dos rectos y menor que seis. 



Sea ABC un triángulo esférico cualquiera de ángulos A, B, C y 
lados a, b, c. 

J)emostrar que A + B + C > 180° y < 540°. 

Demostración. Sea A'B'C' el polar del A ABC. 

A + a' = 180°, B + b'= 180°, C A-c'= 180°; N.° 667 
. A + B + C + a' + b' + c' =■ 540 j 
.*. A +B + C = 540° - (a' + b' + c'). 

Ahora bien, a' + b’ + c' < 360°; N.° 664 

A+B + C = 540° — una cantidad menor que 360°; 

.-. yl+R + 0180 0 . 

Además, a' + b' + c' > 0°. 


A+B + C< 540°. 


L.C.D.D. 


669. Corolario. TJn triángulo esférico p'uede tener dos y 
aun tres ángulos rect.os u obtusos. 

670. Clasificación de los triángulos esféricos según el número de 
sus ángulos rectos. Llámase triángulo esfdrico birrectángulo el 
que tiene dos ángulos reotos. E1 que tiene tres rectos se llama 
triángulo trirrectángulo. 

Los miftmos téxminos se aplican a los triedros correspondientea 
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EJERCICIO 103 


1. Si dos lados de un triángulo esférico son cuadrantes, e\ 
tercer lado es la medida del ángulo opuesto. 

2. En un triángulo esférico birrectángulo, los lados cpuestofc. 
a los ángulos rectos son cuadrantes, y el lado opuesto al tercer 
ángulo es la medida de éste. 

Puesto que los Á son rectos, cuáles dos planos son Js a cierto plano ? 
Luego <; cuáles dos arcos deben pasar por un polo de cierto arco (n.° 632)? 
<j Cuáles dos arcos son cuadrantes ? <i Cuál es la medida del tercer ángulo 
del triángulo (n.° 654)? 


3. Los tres lados de un triángulo esférico trirrectángulo son 
cuadrantes. 


4. Si por el centro de una esfera se trazan 
tres planos perpendiculares entre sí. dividirán la 
superficie de la esfera en ocho triángulos trirrec- 
tángulos iguales. 



Hállense los lados , en grados , minutos y segundos , de un 
triángulo esférico los ángulos de cuyo polar son: 

5. 82°, 77°, 69° 7. 78° 30', 89°, 102°. 

6. 84° 30', 81° 45', 72° 10'. 8. 83° 40', 48° 57', 103" 43' 

9. 96° 37' 40", 82° 29' 30", 68° 47'. 

10. 43° 29' 37", 98° 22' 53", 87° 36' 39". 

Hállense los ângulos de un triángulo esférico los lados de 
cuyo polar son: 

11. 68° 42' 39", 93° 48' 7", 89° 38' 14". 

12. 78° 47' 29", 106° 36' 42", un cuadrante. 

13. Un cuadrante, medio cuadrante, tres cuartos de cuadrante. 

14. Por el centro de una esfera se trazan tres radios perpen- 
diculares entre sí. <?Qué valores tienen los lados y ángulos del 
triángulo cuyos vértices son los extremos de esos radios ? 
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671. Triángulos esféricos simétricos. Si por el centro 0 de una 
esfera se trazan tres diámetros AA’, BB', CC', los triángulos 
esféricos ABC, A'B'C', cuyos vértices 
están diametralmente opuestos, se lla- 
man triánrjulos simétricos entre si, y 
cada uno es el simétrico del otro. 

Puede asímismo formarse dos polígonos 
simétricos de cualquier número de lados. 

Dos triángulos u otros dos polígonos esfé- 
ricos pueden ser simétricos sin que estén 
dispuestos como acaba de explicarse; basta para ello que, liaciéndolos 
deslizar sobre la esfera, puedan colocarse de la manera diclia. 

672. Relación entre dos triángulos simétricos. Dos triángulos 
esféricos simétricos tienen iguales respectivamente tanto sus 
lados como sus ángulos, pero pueden no ser congruentes o super- 
ponibles. Si en la figura anterior se mueve el triángulo ABC 
sobre la superficie de la esfera basta que A coincida con A', 
es claro que los dos triángulos no pueden hacerse coincidir, 
por tener sus partes dispuestas en orden inverso. 

La relación entre dos triángulos simétrif os es semejante a la que liay 
entre los guantes derecho e izquierdo, como se ha dicho en otra parte. E1 
alumno puede ver esto mejor formando dos triángulos simétricos en la 
superficie de la corteza de una naranja, y luégo sacando las partes corres- 
pondientes de la corteza. 

673. Triángulos simétricos isósceles. Sin embargo, si los 
triángulos simétrieos son isósceles, como ABC, A'B’C', en que 
AB = AC, y A'B'=A'C\ los trián- 
gulos pueden hacerse coincidir, 
puesto que AB = AC = A'B' = A'C', 
y los ángulos A y A' son iguales, por 
ser las medidas de diedros opuestos 
por la arista (n.° 671). Así pues, 

JDos triángubs esféricos isósceles simétricos entre sí son suver 
;ponibles y j>or tanto iauales. 
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Proposición XIV. Teop.ema 

674. Dos triángulos esféricos simétricos cualesquiera 
son equivalentes. 


Sean ABC, A'B'C' dos triángulos esféricos simétricos, en que los 
vértices A, B, C están diametralmente opuestos a los A', B', C'. 

Demostrar que ABC y A'B'C' son equivalentes. 

Demostración. Sea P un polo de un círculo menor que pase 
por A, B, C. Trácense el diámetro POP' y los arcos de círculos 
máximos PA, PB, PC, P'A', P'B', P’C'. 

Se tiene: PA=PB=: pc. X.° 636 

Ahora bien, PA = P’A', PB = P'B', PC = P'C' ; N.° 672 

.*. P'A' = P’B’ =P’C 

los dos A simétricos PCA, P'C’A’ son isósceles; 

los APCA, P'C'A' son iguales. N.° 673 

Asímismo, 

el A PBA es igual al P'B'A', y el PBC al P'B'C' 

Ahora bien, 

AABC = APCA+A PBA + A PBC, 

AA'B'C' = AP'C'A' + AP'B'A' + A P'B’C’. 

el A ABC es equivalente al A'B'C'. l.c.d.d. 

Si P está fuera dei A ABC, P' estará fuera del A'B'C'. Cada triángulo 
será equivalente a la suma de dos triángulos isósceles menos otro triángulo 
isósceles. y el resultado será el mismo de antee 
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Peoposición XV. Teorema 

675. En una misma esfera o en esferas iguales , dos 
triángulos que tienen iguales respectivamente dos lados 
y el ángulo comprendido son iguales o simétricos. 



Sean ABC, A'B'C dos triángulos esféricos en que AB = A'B\ 
AC = A'C , ángulo A = ángulo A', y las partes están semejante- 
mente dispuestas; y sea A'B'X un triángulo simétrico del A'B'C'. 

Demostrar que el triángulo ABC es igual al A r B r C r y svmè - 
trico con el A'B’X. 

Demostración. La igualdad de los triángulos ABC y A'B'C' se 
demuestra por el método de superposición, lo mismo que en los 
triángulos planos. N.° 68 

Puesto que A'B'X y A'B'C' son simétricos, 
y ABC es igual a A'B'C', 

AC = A’X, AB = A'B'j ZA = ZXA’B'. 

Los A A-BC y A'B'X satisfacen pues todas las condiciones del 
enunciado, pero tienen las partes dispuestas en orden inverso. 
Ahora bien, como el A ABC es superponible al A'B'C', y éste 
es simétrico con A'B'X, síguese que 

el AABC es simétrico con el A 'B’X. l.c.d.d. 

En el caso de dos triángulos planos cuyas partes homólogas están djs- 
puestas en sentido inverso, los triángulos pueden hacerse coincidir. & Por 
qué no sucede lo mismo con triángulos esfóricos ? 
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Proposición XVI. Teorema 

676. En una misma esfera o en esferas iguales , dos 
triángulos son iguales o simétricos si un lado y los 
ángulos adyacentes del uno son iguales respectivamente 
a las partes correspondientes del otro. 



Sean ABC, A'B'C' dos triángulos esféricos en que AC = A'C', 
ángulo A = ángulo A', ángulo C = ángulo C', y las partes están 
semejantemente dispuestas ; y sea además A'B’X un triángulo 
simétrico del A'B'C'. 

Demostrar que el triángulo ABC es igual al A'B'C' y simê- 
trico con el A'B'X. 

Demostración. La igualdad de los dos triángulos ABC y 
A'B'C' se demuestra por el método de superposición, como en 
los triángulos planos. N.° 72 

Puesto que A'B'X es simétrico con A'B'C' t 
y ABC es igual a A'B'C\ 

eíguese que 

ZA=ZXA'B', XC = XX, y AC = A'X. 

Síguese de aquí, como en el n.° 675, que 

el A ABC es simétrico con el A'B'X. l.c.d.d. 

I En qué caso son a la vez iguales y simétricos los dos triángulos ? 

I Cuál es el caso correspondiente a éste en la teoría de los triángulos 
planos ? 
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Proposición XVII. Teorema 

677 . En una misma esfera o en esferas iguáles , si los 
lados de un triángulo son respectivamente iguales a los 
de otro , los ángulos también lo son , y los triángulos son 
iguales o simétricos. 



Sean ABC, A'B’C' dos triángulos esféricos de esferas iguales v 
y supóngase que AB = A'B', BC = B'C', CD = C'D'. 

Demostrar que /.A = Z.A\ Z.B = /.B\ /C = /C\ y que 
los tridngulos ABC y A'B'C' son iguales o simêtricos. 

Demostración. Sean 0, 0' los centros de las esferas. 

Trácense en cada esfera los tres planos determinados por los 
lados del triángulo y el centro de la esfera. 

Los triedros 0, 0' tienen sus caras respectivamente iguales. 

N.° 167 

Luego los tres diedros correspondientes son respectivamente 
iguales (n.° 499), y por tanto 

los A de los dos A son respectivamente iguales. N.° 655 
.*. los A son iguales o simétricos (n.° 676). l.c.d.d. 

En las figuras anteriores las partes están semejantemente dispuestas, 
y los triángulos son iguales. 

Discútase el caso en que los triángulos son equiláteros y tienen un 
cuadrante por lado. 

t Cuál es el teorema correspondiente relativo a los triángulos planos ? 
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Proposición XVIII. Teorema 

678 . En una misma esfera o en esferas iguáles , si los 
dngulos de un triángulo son respec tivamente iguales a 
los de otro, los lados también lo son , y los triángulos 
son iguales o simétricos. 



Sean T y T’ dos triángulos esféricos de esferas iguales, y tales 
que los ángulos del uno son respectivamente iguales a los ángulos 
del otro. 

Demostrar qae los dngulos de T son respectivamente iguales 
a los de T', y que T y T' son iguales o simétricos. 

Demostración. Sean P el A polar de T, y P' el de T'. 

Puesto que los A de Tson iguales a los de T\ Por hipot. 
los lados de P son respectivamente iguales a los de P'\ X.° 667 

los A de P son respectivamente iguales a los de P'. N.° 677 
Ahora bien, 

TyT' son los A polares de P y p'; N.° 666 

.*. los lados de Tson iguales a los de T'. N.° 667 

... j'y Tt gon ig Ua j es Q ginrátricos (n.° 677). l.c.d.d 

E1 fceorcma anterior se aplica solamente, según lo dice el enunciado, a 
triángulos de una misma esfera o de esfei*as iguales. Si las esferas son 
desiguales, los triángulos también lo son. 
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Proposición XIII. Teorema 


91 . Dos triángulos rectángulos son iguales si tienen 
iguales respectieamente la liipote)iusa y uno de los 
ángulos adyacentes a ella. 





Sean ABC, A'B'C* dos triángulos rectángulos én que las hipote- 
nusas ACy A'C’ son iguales, y el ángulo A es igual al A'. 

Demostrar que AABC=AA'B'C', 

Demostración. Coldquese el triángulo ABC sobre el A'B'C' de 
suerte que el vértice A coincida con el vértice A’ y AC tome la 
direcciòn de A'C' 

Entonces C caerá sobre C'. 

(Síguese esto de que se supone que AC = A'C'.) 

AB tomará la dirección A'B’. 

(Síguese esto de que se supone que ZA = ZA'.) 

Puesto que C coincide con C' 
y los Á B y B' son rectos, 

CB coineidirá con C'B'. X.° 82 

(Be un punto exterior a una recta no puede bajarse a esa recta más 
de una perpendicular.) 


.'. AABC = AA'B'C'. 


N.°16 


(Dosfiguras cualesquìera son iguales cuando pueden hacerse coincidir 


en todos sus puntos.) 


L. C.D. !> 
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Peoposición XX. Teorema 

680 . Si un triángulo esférieo tiene dos ángulos iguales , 
los lados opuestos a ellos son iguales. 



Sea ABC un triángulo esférico en que el ángulo B es igual al C. 

Demostrar que AC = AB. 

Demostración. Sea A’B'C' el triángulo polar del ABC. 

Z.B —Z.C \ 

A'C' = A’B'-, N.° 667 

.'. ZB' —ZC'. N.° 679 

.'. AC = AB (n.° 667). l.c.d.d 

EJERCICIO 105 

1. Dividir un ángulo esférico en dos iguales. 

2. Construír un triángulo esférico, dados dos lados y el ángulo 
comprendido. 

3. Construír un triángulo esférico, dados un lado y los dos 
ángulos adyacentes. 

4. Construír un triángulo esférico, dados los tres lados. 

5. Construír un triángulo esférico, dados los tres ángulos. 

6. Trazar un plano tangente a una esfera dada por un punto 
dado de la superficie. 

7. Trazar un plano tangenle a una esfera dada por una recta 
dada exterior a la esfera. 
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Proposiciòn XXI. Teorema 

681 . En todo triángido esférico, a mayor ángulo se 
opone mayor lado, y a mayor lado mayor ángulo. 



Sea ABC un triángulo esférico en que el ángulo C es mayor que 
el ángulo B. 

Demustrar que AB > AC. 

Demostración. Trácese el arco de círculo máximo CD de suerte 
que el Z DCB sea igual al B. 

DB = DC. N.° 680 

Aliora bien, AD-\-DC>AC. N.° 663 

.-. AD + DB> AC, o AB>AC. L.C.D.D. 

Sea ABC un triángulo esférico en que AB > AC. 

Demostrar que Z. C > Z B. 

Demostración. E1 ángulo C debe ser igual, menor o mayor 
que el ángulo B. 

Si C = B , entonces A B = A C, N.° 680 

lo que es contra el supuesto. 

Si C<B, entonces AB<AC, 
lo que es contra el supuesto. 
r.ZC>ZB. 


L.C.D.D 
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Proposiciòn XXII. Teorema 

682 . La línea más corta que puede trazarse sobr 6 
una esfera entre dos puntos de su superfide es un arco 
de círculo máximo. 


A 



Sea AB el arco menor del círculo máximo que pasa por los puntos 
A y B de la superficie de una esfera. 

j Demostrar que AB es la lînea mds corta qae puede trazarm 
entre Ay B sobre la superficie de la esfera. 

Demostración. Sea C un punto cualquiera de AB. 

De A y B por polos, y con las cuerdas AC y BC por radios 
trácense los arcos DCF, GCE. 

Estos dos arcos no tienen más punto común que el C. 

En efecto, sea F otro punto cualquiera de DCF. Trácense los 
arcos de círculo máximo AF, BF. 

Aliora bien, A F=A C, K° 636 

AF+BF>AC+BC N.° 663 

Eestando AF del primer miembro de esta desigualdad, y su 
igual A C del segundo, resulta: 

BF> BC, 

y, como BC — BG (n.° 636), BF > BG. 

Luego F está fuera del círculo de polo B, y así los arcos 
DCF, GCE no tienen más punto común que C, 
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Proposición XIII. Teorema 

195 . La linea de los centros de dos circunferenciai 
que se cortan es la perpendicular bisectriz de la cuerda 
común. 



Sean 0, O' los centros de dos circunferencias que se cortan, AB la 
cuerda común, y 00' la línea de los centros. 

Demostrar que 00’ es perpendicular a AB en supunto medio, 

Demostración. Trácense OA, OB , O'A, O'B. 

OA = OB, j O'A = O'B ; N.° 162 

.*. tanto 0 como 0' equidistan de A j B. 

.*. 00' es la perpendicular bisectriz de A B (nC 151). l.c.d.d. 

196. Tangentes comunes. Una tangente común a dos círculos 
es externa si no corta la línea de los centros entre éstos; intema, 
si corta esa línea entre los centros. 

EJERCICIO 30 

Descríbase la posición relativa de dos circunferencias, y trá 
cese la firjura correspondiente a cada caso, cuando la distancic 
zntre los centros es: 

1. Mayor que la suma de los radios. 

2. Igual a la suma de los radios. 

3. Menor. que la suma y mayor que la diferencìa de ïos radios 

4. Igual a la diferencia de los radios. 

5 . Menor que la diferencia de los radios. 
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683. Zona. Llámase zona esférica, o zona simplemente, la 
parte de la superfîcie de una esfera comprendida entre las cir- 
cunferencias de dos secciones paralelas. 

En la tierra, por ejemplo, tenemos la zona tórrida, 
limitada por los trópicos de Cáncer y Capricornio, 
que son dos círculos paralelos. 

Las dos circunferencias que limitan una zona se 
Uaman bases de la zona. 

La distancia entre los planos de las bases se llama 
altura de la zona. 

Si el plano de una de las bases de una zona es 
tangente a la esfera, la zona se llama zona de una base o casquete eçféricc. 
Si los planos de ambas bases son tangentes a la esfera, la zona se confunde 
con la superficie entera de la esfera. 

684. Generación de una zcna. Todo arco de círculo máximo 
que ejecuta una revolución completa girando alrededor de un 
diámetro, engendra una zona. 

Por ejemplo, si en la figura anterior el semicírculo PAGQ gira sobre 
el diámetro PQ, el arco AC engendra la zona AD ; el arco AP , la zona 
ABP de una base ; el CQ, la CQD. 



685. Lúnula. Llámase lúnula la parte de la superficie de 
una esfera limitada por las semicircunferencias de dos círculos 
máximos. p 

Por ejemplo, PA QB, cuyos límites 
son las semicircunferencias PAQ, 

PBQ, es una lúnula. Es evidente que 
una lúnula puede considerarse engen- 
drada por la rotación de un semicírculo 
máximo sobre su diámetro. 



686. Ángulo de una lúnula. E1 

ángulo de una lúnula es el ángulo 
formado por las dos circunferencias que la limitan. 


Así, APB es el ángulo de la lúnula PAQB. 

Cuando el ángulo de una lúnula es 180°, la lúnula forma un hemisferia 
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Proposición XXIII. Teorema 

687 . El área de la superjîcie engendrada por la revo - 
lución de una recta cdrededor de un eje situado en él 
mismo plano es igual a la proyección de la recta sobre 
el eje multiplicada por la circunferencia cuyo radio es 
la perpendicular levantada a la recta en su punto medio 
y limitada por el eje. 



Sean XY un eje situado en el plano de la recta AB, la cual gira 
sobre XY; M, el punto medio de AB; CD, la provección de AB 
sobre XY; MO, la perpendicular de M a XY; MR, la perpendicular 
a AB en M, en el plano AB-XY; S, el área de la superficie engendrada 
por AB. 

Demostrar que S = CD x 2 tt • MR. 

Demostración. l.° Si AB es II a XY (primera figura), la pro- 
yecciòn CD es igual a AB, la perpendicular MR coincide con 
M0, j S es el área lateral de un cilindro recto. N.° 588 

2.° Si AB no es II a XY (segunda figura), S es el área lateral de 
un cono truncado de revolución, y S = AB x 2 ir • MO. X.° 616 
Trácese AE II aí7. 

Los A AEB, MOR son semejantes ; N.° 290 

MO:AE=MR:AB,jABxMO=AExMR, N.°261 
o sea, AB x MO = CD x MR. 

.*. S = CD x 2 7 r-MR. 

Discútase el caso representado en la tercera figura. 


L.C-D.IX 
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Proposición XXIV. Teorema 

688 . El área de una esfera es igual al producto del 
diámetro por una circunfe', encia máxima. 


c 



Sean S el área, r el radio, d el diámetro de una esfera engendrada 
por la revolución del semicírculo ACE alrededor del diámetro AE. 

J)emo8trar que S= 2 7rrd. 

Demostración. Inscríbase en el semicírculo la mitad ABCDE 
de un polígono regular de número par de lados. 

Del centro 0 trácense perpendiculares a los lados. Estas per- 
pendiculares pasarán por los puntos medios de los lados (n.° 174) 
y serán iguales. N.° 178 

Sea l la longitud común de estas perpendiculares. 

De B } C y D trácense las Js BB\ CO, DD' a AE. 

Área engendrada por AB = AB' • 2 ttI, 
área engendrada por BC — B’O • 2 nrl, etc. N.° 687 
.*. área engendrada por ABCDE = AE • 2nrl — 2 7 rld. 

Represéntese esta superficie por S', y supóngase que el número 
de lados aumenta indefinidamente. 

S' tiende hacia S • como límite, 

y l tiende hacia r ; X.° 377 

.*.2 7 rld tiende hacia 2 nrrd. 

Ahora bien, se tiene constantemente: 

S' = 2 7 rld. N.° 687 

S=2 7m*(n.° 207). 


L.C.D.IX 
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689 . Corolario l.° El drea de una esfera es igual a la de 
cuatro circulos máximos. 

Demuéstrese esta proposición expresando d en función de r en la f<5r. 
mula S = 2 irrd. 

Si, por ejemplo, r = 10 cm., S = 4 (ir x 10 2 ) cm. 2 = 1250,6 cm. 2 

690 . Corolario 2.° Las áreas de dos esferas son entre si 
como lo8 cuadrados de los radios o de los didmetros. 

Si r y r', d y d', S y S' son respectivamente los radios, diámetros y áreas 
de dos esferas, se tendrá: 3 = 4 7rr 2 = 7 rd 2 , S' = 4 7rr' 2 = ird ' 2 . Hállpse 
S: S' en función de r y r', y también en función de d y d'. 

691 . Corolario 3 .° El área de una zona es igual al pro - 
ducto de su altura por una circunferencia mdxima. 

Si se aplica el razonamiento del n.° 688 a la zona engendrada por la 
revolución del arco BCD, se obtiene : 

área de la zona BCD = B'D' • 2 7rr, 

0 , representando el área y la altura de la zona por S y h respectivamente, 
S = 27 rhr. 

Si, por ejemplo, el radio y la altura de la zona son 10 y 5 cm. respec- 
tivamente, 

S = (2 7T x 5 x 10) cm. 2 = 314,16 cm. 2 

692 . Corolario 4.° El drea de un casquete esférico es igual 
al drea de un circulo cuyo radio es la cuerda del arco gene - 
rador del casquete. 

E1 arco AB, al girar sobre AE, engendra un casquete. 

Área del casquete =AB'x 2rrr = tt -AB' x AE. N.° 691 

Ahora bien, AB' x A.E = AB 2 ; N.°298 

.•. árca del casquete = 7 r -AB 2 . 

693 . Exceso esférico de un triángulo esférico. Llámase exceso 
esférico de un tiiángulo esférico la diferencia entre la suma de 
los ángulos del triángulo y dos rectos, <5 180°. 

Por ejemplo, si los ángulos de un triángulo esférico son 80°, 90°, 100°, 
el exceso esférico del triángulo es 90°. 
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Proposición XXV. Teorema 


694. El área de una lúnula es al área de la esfera 
como él ángulo de la lúnula es a 4 rectos. 



Sean PAQB una lunula, ABCD un círculo máximo de polo P, 
a el ángulo de la lúnula, S' el área de la lúnuia y S la de la esfera. 

Demostrar que S 1 : S= a: 4 rt. 

Demostración. E1 Z a tiene por medida el arco AB. N.° 654 

Luego arco AB : circunf. ABCD = a : 4 rt. 

Si AB y ABCD son conmensurables entre sí, supóngase que 
ana medida común de los dos esté contenida m veces en AB 
y n veces en ABCD. Entonces 

arco AB : circunf. ABCD — m:n\ 
a : 4 rt. = m : n. 

Trácense arcos de círculo máximo por P, Qj los puntos de 
división de ABCD. Estos arcos dividirán la superficie de la 
esfera en n lúnulas iguales, de las cuales PAQB contendrá m. 

Lue «° S':S = m -.n. 

.\S':S=a: 4 rt. l.C.d.d. 

En el caso de inconmensurabilidad se aplica el mismo razona- 
miento que en el n.° 472 
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EJERCICIO 107 

En este ejercieio, supóngase n r = 3,1416. 

Hállense las dreas de las esferas cuyos radios son: 

1 . 2 m. 3. 3,5 cm. 5. 2,1 m. 7. 48,8 m. 

2 . 3 m. 4 . 5,875 m. 6. 3,5 m. 8 . 6500 km 

Hállense los radios de las esferas cxyas dreas son: 

9. 12,5664 m. 2 11. 1 cm. 2 13. a. 

10. 50,2656 m. 2 12. lOOTrcm. 2 14. 4 7T 8 !)!. 2 

Hdllense las dreas de las zonas de una esfera de 40 cm. de 
didmetro, dadas las alturas siguientes en centimetros: 

15. 2. 17. 7. 19. 1. 21. 3,45. 

16. 3. 18. 10. 20. 2,5. 22. 6,83. 

Dados los dngulos siguientes de varias lûnulas de una esfera 
de 20 cm. de dìdmetro, calcúlense las dreas: 

23. 30°. 25. 90°. 27. 22° 30 f . 29. 52° 20'20" 

24. 45°. 26. 180°. 28. 7° 30'. 30. 48° 35'10" 

31. Dos lúimlas de una misma esfera o de esferas iguales 
son entre sí como sus ángulos. 

32. Demuéstrese que el área de una lúnula es igual a del 
área de un círculo máximo multiplicado por el ángulo de la 
lúnula, en grados. 

33 . Las áreas de las zonas de una misma esfera son entre sí 
como las alturas. 

34 . E1 radio de una esfera es de 15 cm., y el ángulo de una 
lúnula de ella es de 30°. Hállese el área de la lúnula. 

35 . E1 ángulo de una lúnula es de 75° y el radio es de 16 cm 
Calcúlese el área. 

36. Hállese el exceso esférico de un triángulo trirrectángrulo 
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Proposición XXVI. Teorema 

695. Todo trìángulo esférìco es equivalente a una lúnula 
cuyo ángulo es la mitad del exceso esfêrìco del triángulo . 



Sea ABC un triángulo esférico de una esfera de área S. 

Demostrar que ABC es equivalente a una lúnula cuyo ángulo 
es igual a\(A+B + G — 180°). 

Demostración. Prolónguense los lados del triángulo hasta 
formar círculos completos. 

Los A A B’C' j A 'BC son equivalentes ; N 0 674 
\ lúnula ABA'C — AABC + AAB'C' 

Pero ACB'A+AAC'B + AAB'C' + AABC = ^S 
.*. (lúnula BCB'A —AABC) + (lúnula CAC'B — AABC) 

+ lúnula ABA'C = 

2 AABC = lúnula BCB'A -f lúnula CA C'B 
-f lúnula ABA 'C — £S; 

.*. A ABC = £(lúnula BCB'A + lúnula CA C'B 

-f lúnula ABA 'C — £ S) 

Pero £5= una lúnula de ángulo de 180° N 0 694 
AABC = una lúnula de ángulo de 
i(AlA +Z.B+Z.C — 180°) l.c.d.d 

Puesto que sabemos ya hallar el área de una lúnula (n.° 694), el teorema 
anterior nos enseôa a calcularJa de un triángulo esférico de ángulos dados 
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696. Oorolario. tSi dos arcos de círculo máximo se cortan 
dentro de otro círculo máximo , la suma de las áreas de los 
dos tridngulos esféricos opuestos que forman con él es iguai a 
la de una lûnuia cuyo ángulo es el formado por los dos arcos . 

697. Cálculo del área. Como aplicacidn del teorema XXVI, 
calculemos el área de un triángulo esférico cuyos ángulos son 
de 110°, 100°, 95°, en una esfera de 6 cm. de radio. 

Exceso = 110°+ 100°+ 95° -180°; .-. Z de la lúnula = 62 £°. 

Área de la lúnula = x área de la esfera 
360 

= [Ìo X(4x 8,1416 x «*)]«“•* 

= 78,54 cm. 2 

698. Exceso esférico de un polígono esférico. Llámase exceso 
esférico de un polígono esférico de n lados la diferencia entre 
ta suma de sus ángulos y 2 rt. x (n — 2). 

EJERCICIO 108 

Calcûlense las dreas de los tridngulos esfêricos cuyos dngulos 
se dan a continuadón, siendo d el didmetro de la esfera : 

1. 100°, 120°, 140°, d= 16 cm. 4. 115°, 124°, 85°, rf = 30cm 

2. 105°,130°,125V=10cm. 5. 135°, HO', 92V=40cm 

3. 127°, 132°, 90°, d — 20 cm. 6. 148°, 93°, 68^, d = 25,8 cm 

7. 115° 27' 30", 102° 32' 48", 68° 27' 39", d = 12800 km. 

Calcûlense las dreas de los tridngulos esféricos cuyos dngulos 
se dan a continuadón, siendo r el radio de la esfera: 

8. 120°, 100°, 90°, r = 9 crn. 11. 115°, 102°, 30°, r = 36 cm 

9. 130°, 90°, 80°, r = 10 cm. 12. 140°, 120°, 85°, r = 90 cm. 

10. 105°, 75°, 65°, r = 18 cm. 13. 136°,117°,93°,r=l,8cm 


l 
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Cdlcûlense las áreas de los triángvlos esfêricos cuyos ánguloi 
son los siguientes , en esferas cuyas circunferencias son los valores 
dados para C : 

14. 93°, 94°, 120°, C-=~. 31,416 cm. 

15. 82°, 105°, 98°, C = 62,832 cm. 

16. 148°, 27°, 125°, C = 15,708 cm. 

17. 162°, 39°, 120°, C = 78,54 cm. 

18. 149°, 41°, 116°, C = 39,27 cm. 

19. 126° 30' 42", 105° 26' 15", 63° 15' 3", C = 314,16 cm. 

20. Suponiendo que la tierra es una esfera de 6400 km. de 
radio, ^cuál es el área de un triángulo cuyos vértices son eì 
polo norte y dos puntos del ecuador cuya distancia abarca 53° ? 

21. Dos «sferas tienen radios de 4 y 6 cm. respectivamente, 
y sus centros distan 5 cm. entre sí. Calcúlese el área del círculo 
en que se cortan. 

22. La distancia de un plano de corte al centro de una esfera 
de 5 cm. de diámetro es de 1 cm. Hállese el radio de la sección 
determinada por el plano. 

23. Los radios de dos esferas concéntricas son r y r'. Se 
pide el área de la secciòn determinada en la esfera exterior por 
un plano tangente a la interior. 

24. Los puntos A y B distan entre sí 8 m. Hállese el lugar 
de los puntos del espacio que distan 5 m. de A y 7 m. de B. 

25. Los puntos A y B distan entre sí 10 m. Hállese el lugar 
de los puntos del espacio que distan 7 m. de A y 3 m. de B. 

26. Dados los radios a y b de dos círculos paralelos de una 
esfera, y la distancia d entre sus planos, hállese el radio de la 
esfera. 

27. E1 diámetro de cierta esfera es V2. Los arcos de un 
triángulo esférico de ella tienen por cuerdas 1, 1 y £ V2. Se 
pide el área del triángulo. 











— 
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Proposición XXVII. Teorema 


699. Todopolígono esférico es equivalente a una lúnula 
myo ángulo es la mitad del exceso esférico del poUgono 



Sean s la suma de los ángulos de un polígono esférico de n lados, 
y S el área del polígono. 

j Demosirar que S es equivalente a una lûnula que tiene por 
ángulo 1 [s -180° x (n - 2)]. 

Demostración. Trácense por un vértice todas las diagonales. 

E1 polígono queda drvidido en (n — 2) triángulos. 

Cada uno de ellos es equivalente a una lúnula cuyo ángulo 
es la mitad del exceso del triángulo. N.° 695 

Luego los (n — 2) triángulos son equivalentes a una lúnula 
cuyo ángulo es la mitad de la suma de los excesos de ellos; esto es, 
S = lúnula cuyo ángulo es £ [s —180° x ( n — 2)]. l. c. d. d. 

700. Cálculo del área. Sea calcular el área de un polígono 
esférico cuyos ángulos son 100°, 110°, 120° y 170°, siendo de 
6cm. el radio de la esfera. 

Exceso = 100° + 110° + 120° + 170°-180° x 2 = 140°. 

Z de la lúnula = £ 140° = 70°. 

Área de la lúnula = x 4 -rrr 2 

= Líîïïïï X (4 x 3,1416 x 6 2 )] cm. 2 
= 87,965 cm. 2 
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EJERCICIO 109 

Hdllense las áreas de los polígonos esféricos cuyos ángulos 
se dan a continuación , siendo S el área de la esfera: 

1. 30°, 90°, 120°, 130°, S = 2 m. 2 

2. 45°, 60°, 100°, 165°, S = 288 cm. 2 

3. 70°, 168°, 92°, 120°, S = 500 cm. 2 

4. 68° 30', 149° 50', 96° 54', 136° 52', S = 750 cm. 2 

5. 122°27'40'', 130°32'50”, 98°31'30”, 96°48', S= 600cm. 2 

6. 132°, 96°, 154°, 120°, 150°, 5 = 552 cm * 

7. 130°, 156°, 172°, 95°, 120°, 100°, S = 157,2 cm. 2 

Hdllense las dreas de los polígonos esféricos cuyos dngulos 
8>i dan a continuación, siendo r el radio de la esfera: 

8. 130°, 150°, 80°, 90°, r = 10 cm. 

9. 148°, 157°, 90°, 100°, 120°, r = 20 cm. 

10. 172°, 169°, 86°, 141°, 100°, 90°, r = 24 cm. 

11. 135° 30' y 148° 42', 96° 37', 102° ll', r = 10 cm. 

Hdllense las dreas de los polîgonos esfêricos cuyos dngulos 
se dan a continuación , siendo d el didmetro de la esfera: 

12. 148°, 92°, 60°, 120°, d = 10 cm. 

13. 172°, 168°, 93°, 37°, 100°, d = 22 cm. 

14. 102°, 162°, 139°, 141°, 138°, 126°, d = 20 cm. 

15. 82°50'42”, 120°29'18”, 98°37'15”, 141°22'45”, d=20m. 

Hdllense las dreas de los poligonos esféricos cuyos dngulos 
se dan a continuación , siendo C la circunfercncia mdxima: 

16. 39°, 148°, 172°, 168°, C= 3,1416m. 

17. 128°, 92°, 168°, 109°, C = 31,416 m. 

18. 146°, 129°, 102°, 137°, 100°, C= 6,2832 m. 

19. 128°, 145% 139°, 82°, 161°, 137°, C = 18,85 m. 
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701. Pirámide esférica. Llámase pirámide esférica un sólido 
limitado por un polígono esférico y los 
planos de sus lados. 

O-ABC es una pirámide esférica. E1 centro 
0 de la esfera es el vértice de la pirámide; el 
polígono esférico ABC, la base. 

702. Sector esférico. Llámase sector 
esférico el sólido engendrado por la revo- 
lución de un sector circular alrededor de un diámetro cualquiera. 



Si el sector AOB gira sobre el diámetro MN, engendra el sector 
AB-O-A'B'. 



La zona engendrada por el arco AB del sector circular generador se 
llama base del sector esférico. 

La deflnición anterior eS la de Legendre y otros autores. Algunos 
limitan la definición al sector cuya base es una zona de una sola base, o 
sea, un casquete. Cosa análoga se aplica a la definición de segmento esféríco. 

Es preciso tener en cuenta estas y otras diferencias relativas a definL 
ciones, pues de otro modo puede creerse que varios autores se contradicen 
entre sí en el enunciado de ciertos teoremas. 

703. Segmento esférico. Llámase segmento esférico la porción 
de una esfera comprendida entre dos secciones paralelas. 

Estas secciones son las bases del segmento, y la distancia entre ellas 
es la altura. 

704. CuSa esférica. Llámase cuna esférica un sòlido limitado 
por una lúnula y los planos de los dos círculos máximos aue la 
determinan. 
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Pjroposición XXVIII. Teojrema 

705. El volumen de una esfera es igual a un tercio 
del producto del área por el radio . 



Sean 0 el centro, r el radio, S el área, y V el volumen de una 
esfera. 

Demostrar que F=JSr. 

Demostración. Circunscríbase a la esfera un cubo, cuya arista 
será igual a 2 r 

Únase el centro 0 con todos.los vértices del cubo. 

Las rectas así trazadas son las aristas de seis pirámides, 
todas las cuales tienen una misma altura r , y cada una de las 
cuales tiene por base una de las caras del cubo. 

E1 volumen de cada pirámide es £ r multiplicado por una cara 
del cubo, y el de las seis, o sea el del cubo, es el producto del 
área total del cubo por £ r. 

Por los puntos en que las aristas de las pirámides encuentran 
la superficie de la esfera, trácense planos tangentes a la esfera. 
Obtiénese así un poliedro circunscrito cuyo volumen es mayor 
que el de la esfera pero difìere menos de éste que el volumen 
del cubo. 

Únase como antes el centro 0 con los vértices del poliedro. 
Las reetas de uniòn son aristas de pirámides de altura r y cuyas 
bases son las caras del poliedro. N.° 646 
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La suma de los volúmenes de estas pirámides sera igual a) 
producto de la suma de las caras del poliedro por £ r. Repre* 
sentándola por V', y el área del poliedro por S', se tiene: 

V'=^S'r. 

Si se repite el procedimiento, se obtendrá un poliedro cuyo 
volumen se aproximará más al de la esfera. 

Aumentando así indefinidamente el número de caras del 
poliedro, el volumen, que disminuye constantemente sin dejar 
de ser mayor que el de la esfera, puede hacerse diferir de éste 
en menos de cualquier cantidad dada, por pequena que sea. 
Otro tanto puede decirse del área del poliedro comparada con 
la de la esfera. Así pues, 


síguese que 


V' tiende hacia el límite V, 
y S' hacia el límite S ; 
y como V' es siempre igual a £ S'r, 

V= ìSr(n.° 207). 


N.° 204 

L.C.D.D. 


706. Corolario l.° El volumen de una esfera de radio r y 
diâmetro d es igual a J 7rr 8 y a 1 7rd 8 . 

Demuéstrese esta proposición expresando S' en función de r o de d. 

707. Corolario 2.° Los volúmenes de dos esferas son entre 
sí como los cubos de los radios. 

I Cuál es la relación de irr 8 a $ irr' z ? 

,j Aplícase el mismo principio a los diámetros ? 


708. Corolario 3.° El volumen de un sector esférico es 
igual a un tercio del producto del ârea de la base del sector 
por el radio de la esfera. 

Supóngase la base dividida en triángulos esférieos. Los planos deter- 
minados por los vértices determinan las bases de pirámides cuyo vértice 
común es O. Cuál es el iímite de la suma de los volúmenes de estaa 
pirámides cuando sus bases se disminuven ir.definidamente ? 
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EJERCICIO 110 

Problemas de cálculo 

Hállense los volûmenes de las esferas cuyos radios son : 

1. 3cm. 4. 2,5 m. 7. 20,7 m. 

2. 5 cm. 5. 4,375 m. 8. 2,25 m. 

3. 7 cm. 6. 9,875 m. 9. 6400 kin. 

Hállense los volúmenes de las esferas cuyos diámetros son: 

10. 24 cm. 13. 2,8 cm. 16. 2,3 m. 

11. 36 cm. 14. 3,4 cm. 17. 3,3 m. 

12. 48 cm. 15. 4,5 cm. 18. 8,5 m. 

Hállense los volûmenes de las esferas cuyas circunferencias 
máximas son: 

19. 6,2832 m. 20. 12,5664 m. 21. 18,8496 m. 

Hállense los volûmenes de las esferas cuyas dreas son: 

22. 12,5664 m. 2 23. 50,2656 m. 2 24. 113,0976 m. 2 

Hállense los radios de las esferas cuyos volûmenes son: 

25. 4,1888 m. 8 26. 33,5104 m. 8 27. 113,0976 m. 8 

28. i Cuántos metros cuadrados de plomo se necesitan para 
revestir una cúpula hemisférica de 19,8 m. de circunferencia? 

29. ^Cuánto cuesta dorar una bola de 1,8 m. de diámetro, 
a 2 centavos por cm. 2 ? 

30. Los diedros de una pirámide esférica son de 80°, 100°, 
120° y 150°. Radio de la esfera, 12,6 m. Hállese el área de 
h base. 

31. Los diedros de una pirámide esférioa son de 60°, 80° y 10° 
EJ área de la base es 4 tt m. 2 Hállese el radio de la esfera. 
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32. Suponiendo que la tierra es una esfera de 12 750 km. de 
diámetro, <?cuál es el área de su superficie? 

33. La altura de la zona tòrrida es de 5100 km. ^Cuál es 
el área? 

34. La altura de la zona templada norte es de 2900 km, 
^Cuál es el área? 

35. i Cuál es el área de la superfìcie del mar que puede verse 
de un aeroplano a una elevación de 450 m.? 

36. ^Qué distancia en el mar puede abarcarse con la vista 
desde la cubierta de un buque, ballándose ésta a 12 m. del agua? 

37. ^Desde quò altura puede verse un sexto de la superficie 
terrestre ? 

38. ^Qué área de la superfìcie terrestre puede verse desde 
una altura igual al radio? 

39. Suponiendo que la altura de la atmósfera es de 80 km., 
^cuál es el volumen? 

40. E1 diámetro exterior de una esfera hueca de hierro es 
de 50 cm.; el espesor, de 5 cm. Hállese el peso, suponiendo 
que el del hierro es de 7200 kg. por m. 8 

41. ^Cuál es el ángulo de una cuna esférica cuyo volumen 
es de 1,25 m. 8 , si el volumen de la esfera es de 8,75 m. 8 ? 

42. E1 interior de una palangana de 20 cm. de profundidad 
tiene la forma de un casquete esférico. E1 diámetro de la parte 
superior es de 40 cm. ^ Cuántos litros de agua puede contener ? 

43. Demuéstrese que el volumen de una pirámide esférica es 
igual a un tercio del producto de la base por el radio, y hállese 
el volumen suponiendo que el radio es de 10 cm. y que el área 
de la base es un octavo del área de la esfera. 

44. Expresese el volumen de un sector esférico en que el 
área de la base es 5. siendo r el radio de la esfera. 
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EJERCICIO 111 

1. Hállese el área S del casquete de una esfera de radio r ilu« 
minado por una luz cuya distancia a la superficie de la esfera es a. 

2. Exprésese el volumen V de una esfera en función de la 
circunferencia máxima C. 

3. Exprésese el radio r de una esfera en funciòn de V, el 
volumen. 

4. Exprésese el diámetro d de una esfera en funciòn de S> 
el área. 

5. Exprésese la circunferencia C de una esfera en función 
de S, el área. 

6. Exprésese la altura h de una zona en funciòn del área 
S de la zona y el volumen V de la esfera. 

7. Exprésese el volumen V de una pirámide esfòrica en 
íunción del área b de la base y el radio r de la esfera. 
Despéjense luégo r y b. 

8. Hállese la fórmula para calcular el volumen del material 
contenido en una esfera hueca cuyo radio interior es r y cuyo 
espesor es e. 

9. Hállese la fórmula para calcular el peso de una esfera 
como la anterior, llamando p el peso del material por unidad 
de volumen. 

10. Exprésese la altura h de una zona en funciòn del área S 
de la zona y el radio r de la esfera. 

11 . Exprésese el diámetro d de una esfera en que el área de 
una zona de altura h es S. 

12. Hállese el área S' de una zona de altura h en ur.a esfera 
de área S. 

13. Exprésese el área S de la parte de una esfera de diámetro 
d que puede verse desde un punto cuya distancia al centro de 
la esfera es a. 
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EJERCICIO 112 

PROBLEMAS SOBBE LUGARES GEOMÉTRICOS 

Hállese el lugar de los puntos situados: 

1. A una distancia dada de un punto dado. 

2. A una distancia dada de una recta dada. 

3. A una distancia dada de un plano dado. 

4. A una distancia dada de una superficie cilíndrica dada, 

5. A una distancia dada de una superficie esférica dada. 

6. A una misma distancia de dos puntos dados. 

7. A una misma distancia de dos planos dados. 

8. A una distancia dada de un punto dado, y a otra distancia 
dada de una recta dada. 

9. A una distancia dada de un punto dado, y a otra distancia 
dada de un plano dado. 

10. A una distancia dada de un punto dado y equidistantee 
de otros dos puntos dados. 

11. A una distancia dada de un punto dado y equidistantes 
de dos planos dados. 

llálleme uno o dos puntos situados : 

12. A las distancias d xJ d^ d % de un punto dado, de una recta 
dada y de un plano dado. 

13. A las distancias d x y d 2 respoctivamente de un punto 
dado y un plano dado, y a una misma distancia de otros dos 
planos dados. 

14. Equidistantes de dos puntos dados, equidistantes de dos 
planos dados, y a la distancia r de un punto dado. 

15. Hállese el lugar geométrico de los centros de las esferas 
que son tangentes a dos planos dados y pasan por dos puntos 
dados interiores al diedro de los planos. 
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EJERCICIO 113 

Problemas y teoremas yarios 

1. E1 volumen de una esfera es al volumen del cubo inscrito 
como 7r es a *V3. 

2. E1 volumen de una esfera es al del cubo circunscrito 
como 7r es a 6. 

3. ^En qué relaciòn están el volumen del cubo inscrito 
y el del circunscrito? 

4. Dada una esfera de 20 cm. de diámetro, hállcse la dife- 
rencia entre los volúmenes de los cubos inscrito y circunscrito. 

5. Los planos que pasan por las bisectrices de las caras de 
un triedro y son perpendiculares a los planos del triedro se 
cortan en una misma recta. 

6. Los planos que pasan por las aristas de un triedroy son 
perpendiculares a los planos de las caras opuestas se cortan en 
una misma recta. 

7. La altura de todo tetraedro regular es igual a la suma de 
las perpendiculares bajadas a las caras desde un punto interior 
cualquiera. 

8. Dado un ángulo tetraedro, trazar un plano de corte tal 
que la sección sea un paralelogramo. 

9. Hállese la relación entre los volúmenes de los sólidos 
engendrados por la revolución de un rectángulo sobre sus dos 
lados a y b. 

10. Un prisma y un tronco de pirámide cuadrada tienen 
ambos altura de 7,2 m. Las bases del tronco tienen respec- 
tivamente 6 y 4,8 m. por lado; la del prisma es la secciòn del 
fcronco hecha por un plano equidistante de las bases. Hállese 
la diferencia entre los dos volúmenes. 

11. Por el vértice de un triedro, trazar una recta que forme 
ángulos iguales con las aristas. 
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12. Las rectas trazaàas de los vértices de un tetraedro a los 
puntos de intersección de las medianas de las caras opuestas se 
encuentran en un punto. E1 segmento menor de cada recta es £ 
de la recta entera. (E1 punto así determinado es el centro de 
gravedad del tetraedro.) 

13. Las rectas que unen los puntos medios de las aristas 
opuestas de un tetraedro pasan por el centro de gravedad, ol 
cual las bisecta. 

14. E1 plano bisector de un diedro de un tetraedro divide la 
arista opuesta en segmentos proporcionales a las áreas de las 
caras del diedro. 

15. Explíquese cómo se puede hacer en un cubo una sección 
de forma exagonal regular. 

16. E1 volumen de un cilindro de revolución es igual a la 
mitad del producto del área lateral por el radio. 

17. Demuéstrese que el volumen de un cilindro de revolución 
es igual al producto del área del rectángulo generador por la 
circunferencia engendrada por el punto de intersección de las 
diagonales. 

18. Si el diámetro y la altura de tïn cilindro de revolución 
son iguales, el volumen es igual a un tercio del producto del 
área total por el radio. 

19. E1 área de una e3fera es dos tercios de la total del cilindro 
circunscrito. 

20. E1 volumen de una esfera es dos tercios del volumen del 
cilindro circunscrito. 

21. Tiénense una esfera, ei cilindro circunscrito, y un cono 
de dos hojas inscrito en el cilindro. Demuéstrese que si se 
trazan dos planos cualesquiera perpendiculares al eje común de 
los tres sólidos, el segmento esférico que determinan es equi- 
valente a la diferencia entre los segmentos correspondientes 
del cilindro y el cona 
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EJERCICIO 114 

CUESTIONARIO DE REPASCv 

1. ^Cómo se engendra una esfera? 

2. <; Qué basta y es necesario para que dos esferas sean 
lguales ? 

3. <?Qué forma tiene toda sección plana de una esfera? 

• Se puede decir otro tanto del cono ? 

4. ^Cuándo son iguales dos secciones planas de una esfera? 

5. <;Qué es círculo máximo? 

6. i Qué es plano tangente a una esfera? Enúnciense algún 
teorema relativo a todo plano tangente a una esfera, y el teo- 
rema correspondiente de la geometría plana. 

7. Complétese este enunciado: Toda esfera es inscriptUde 
Hn ... i Cuál es el teorema correspondiente de la geometría 
plana? 

8. Complétese este enunciado: Toda esfera es circunscriptUde 
a. .. ^ Cuál es el teorema correspondiente de la geometría 
plana? 

9. Complétese este enunciado : ... puntos no situados en un 
mismo plano determinan una esfera. <; Cuál es la proposiciòn 
correspondiente de la geometría plana? 

10 r ^Hacia qué límite tiende la suma de los lados de un 
polígono esférico? <;Cuáles son los límites de la suma de los 
ángulos de un triángulo esférico? 

11. ^Qué es triángulo polar? Enúnciense dos teoremas rela- 
tivos a los triángulos polares. 

12. <^Quó son triángulos esfericos simétricos? Enúnciense 
dos teoremas relativos a ellos. 

J3. Enúnciense dos teoremas sobre los triángulos esféricos 
tepiales. 

14. ^ Cómo se calcula el área de un polígono esférico? 







APÊNDICE 


709. Introducción. Hay en la geometría del espacio muclios 
asuntos, fuer* de los expuestos en las páginas anteriores, así 
como en otros textos de ensenanza, que pueden estudiarse con 
provecho. Los teoremas y problemas que hemos dado son los 
que generalmente se reconocen como indispensables y suficientes 
en todo curso de geometría elemental, y el conocimiento de los 
cuales se exige a todo alumno que empieza estudios superiores. 
Hemos dado número bastante de ejercicios para que, escogiendo 
los más adecuados, el maestro adapte su ensenanza a las nece* 
sidades de sus alumnos, y así el contenido de las páginas que 
preceden puede servir para cualquier curso elemental. Hay, sin 
embargo, algunos textos que contienen al menos generalidades 
sobro otros asuntos, casi todos detalles de los ya tratados, que 
se consideran de importancia, y a los cuales se consagrarán las 
páginas siguientes. 

Son éstos varios teoremas relativos a la medida de los sólidos 
y a los poliedros semejantes. También hemos agregado un 
bosquejo de la historia de la geometría, el cual, si bien no in- 
dispensable para el aprendizaje y la inteligente aplicación de 
los principios geométricos, es tema interesante euyo estudio 
aumenta y pule la educaoción del alumno. Damos además al 
final, como amena recreación, algunos sofismas geométricos 
célebres, que a la vez divierten e instruyen. 

710. Poliedros semejantes. Dos poliedros son semejantes 
cuando tienen un mismo número de caras, todas semejantes 
respectivamente y semejantemente dispuestas, y los ángulos 
poliedros del uno son iguales a los correspondientes del otro 
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Pboposición I. Teorema 


711. TJn prisma tnmcado triangular es equivalente a 
la suma de tres pirámides cuya base común es la del 
prisma y cuyos vértices son los de la sección inclinada. 



Sea ABC la base de un prisma triangular truncado ABC-DEF y 
dividido en las tres pirámides E-ABC, E-ACD, E-CFD. 

Demostrar que el volumen de ABC-DEF es igual a la mma 
de los vólûmmes de las tres pirdmides triangulares E-ABC. 
D-ABC, FABC. 

Demostración. La pirámide E-A BC tiene por base la del prisma 
y por vértice el E de la secciòn inclinada. Basta pues analizar 
las otras dos pirámides. 

Puesto que E-ACDy B-ACD tienen base común y sus vértices 
están en la recta EB II a la base, lo cual hace iguales sus alturas, 
E-A CD = (en volumen) B-ACD, N.° 558 

La pirámide B-A CD puede considerarse como una pirámide 
de base ABC y vérti.ce D, y llamarse pirámide D-ABC 
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Como los dos ACFD j ACF tienen la base común CF j 
alturas iguales, puesto que sus vértices están en la II AD a CF, 
dichos A son equivalentes. 

Además, las pirámides E-CFDj B ACF no sòlo tienen bases 
equivalentes, sino que tienen también igual altura, puesto que 
sus vértices E j B están en la recta EB, II a las bases. Así pues 
E-CFD=B-ACF. 

Pero la pirámide B-ACF puede también considerarse como 
una pirámide de base ABC j vértice F, j por consiguiente 
liamarse pirámide F-ABC. 

Luego finalmente el prisma triangular truncado ABC-DEF 
es equivalente a la suma de las tres pirámides triangulares 
EABC, D-ABC j F-ABC. L.c.D.D 



712. Corolario l.° El volumen de un prisma trianaular 
recto truncado es igual a un tercio del producto de la base por 
la suma de las aristas laterales. 

En efecto, las aristas íaterales DA, EB, FC (fig. 1) son perpendiculares 
a la base ABC, j por tanto son las alturas de las tres pirámides a que el 
prisma es equivalente. 

i Qué sucede cuando la base ABC es paralela a la secciòn DEF? 

713. Corolario 2.° El volumen de un prisma triangular 
truncado es igual a un tercio del producto de la sección recta 
por la suma de las aristas laterales. 

En efecto, la sección recta DEF (fig. 2) divide el prisma truncado en 
dos prismas rectos truncados. 
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Proposición II. Teorema 


714. Si un triedro de un tetraedro es igual a un triedro 
de otro , los volámenes de los dos tetraedros son entre 
sí como los productos de las tres aristas de los dos 
triedros iguales. 



Sean S-ABC, S'-A'B'C' dos tetraedros en que los triedros S y S' 
son iguales; y sean V » V' los volúmenes respectivos. 


Demostrar que — = 


SAxSBx SC 
S'A' x S'B' x S’C' 


Demostración. Hágase coincidir el triedro S con A S’, como se 
indica en la fìgura de la izquierda, en que el tetraedro S'-ABC 
representa la nueva posición del S-ABC. 

Trácense CD y C'D' A& al plano S'A'B', 
y sea S'DD' la intersección de su plano con S'A'B'. 


Las caras S'ABy S'A 'B' pueden tomarse por bases, y CD y C'D' 
por alturas, de las pirámides C-S'AB, C'-S'A'B' respectivamente 


Se tiene 


Ahora bien, 


y además 
V 


S'AB x CD 
S'A'B' x C'D' 
S'AB 
S'A'B' 
CD_ 
C'D' 

S'A x S'B x S'C 


S'AB w CD 
: S'A'B' X C'D'' 
S'A x S’B 
: S'A' x S'B'’ 

‘s'c 

: S'C’ 

SA x SBxSC 


H.° 562 


N.° 332 


N.° 282 


' V' S'A' X S'B' X S'C S'A’ x S'B' X. S'C’ 


L. C.D.D. 
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Proposición III. Teorema 

715 . En todo poliedro , el número de aristas más 2 es 
igual ál número de vértices más el número de caras. 



Sea AG un poliedro de c caras, y sean en general a el número de 
lados o de aristas y v el de vértices de una figura cualquiera. 

Demostrar que, en el poliedro A G, 
a + 2 = v + c. 

i)emostración. Principiando con la cara BCGF, se tiene : a=v. 

Si se agrega ahora la cara ABCD, haciendo coincidir una de 
sus aristas con una de la primera cara, se obtiene una figura de 
dos caras que tienen coinunes una arista BC j dos vértices BjC. 

Por tanto, en esta figura, a = v -f- 1. 

Agréguese otra cara ABFE que quede contigua a las dos 
primeras. Esta cara tendrá dos aristas, AB, BF, j tres vértices, 
A, B, F, en común con la figura antes formada. 

Por tanto, para tres caras, a = v + 2. 

Asímismo, para çuatro, a = v + 3, 

y en general, para (c — 1), a = v + (c — 2). 

Ahora bien, (c — 1) es el número de caras del poliedro menos 
una. A1 agregar ésta no se aumentan el número de aristas ni 
el de vértices. Luego, para las c caras del poliedro, 

a = v + (c — 2); de donde a + 2 = v 4* c. l.c.d.ix 

Este teorema se debe al célebre matemático suizo Euler. 
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Proposición IV. Teorema 

716. La suma de los ángidos formados en los vértices 
de un poliedro por las aristas es igual a tantas veces 
4 rectos menos 2 como vértices tiene el póliedro. 



Sea P un poliedro de a aristas, v vértices y c caras; y sea s la 
suma de los ángulos que las aristas forman en los vértices. 


Demostrar que s = 4 rt. x (v — 2). 


Demostración. Puesto que a es el núinero de aristas del 
poliedro, 2 a representa el número de lados de las caras, con- 
siderando cada una como polígono separado; pues cada arista 
es común a dos polígonos. 

Si en cada vértice de cada polígono se forma un ángulo ex- 
terno, la suma de los ángulos interno y externo en cada v r értice 
es 2 rt.; y como hay 2 a vértices, la suma de todos estos ángu- 

l0Ses 2rt. x2a, ó 4 rt. x a. 

Como la suma de los ángulos externos de cada polígono es 
4 rt. (n.° 146), la de c polígonos es 4 rt. x c. Luego 

s = 4 rt. x a, — 4 rt. x c = 4 rt. x (a, — c). 


Ahora bien, 
y por tanto 


a -f- 2 = v -f c, 
a — c = v — 2. 


N.° 715 


.'. s = 4 rt. x (v — 2). L.c.D.n 


i Cuál es el análogo del teorema anterior en la geometría plana ? 



































POLIEDROS 


437 


EJERCICIO 115 

Hállense los volûmenes de los prismas triangidares truncados 
en que la base b y las distancias p, q, r de los vértices de la 
secciàn inclinada al plano de la base son: 

1. b = 8 cm. 2 , p = 3 cm., q = 4 cm., r = 5 cm. 

2. b = ò cm. 2 , p = 6 cm., q = 3 cm., r = 4,5 cm. 

3. b = 15 cm. 2 , p = 7 cm., q = 9 cm., r = 8,1 cm. 

4. b = 32 cm. 2 , p = 9 cm., q = 12 cm., r = 9,3 cm. 

5. b — 48 cm. 2 , p = 16 cm., q = 15 cm., r = 18 cm. 

6. Una barra triangular de hierro (prisma triangular recto) 
se corta por un plano oblicuo de tal modo que las longitudes 
de los bordes son respectivamente de 90, 95 y 95 cm. La sec- 
ción recta (uno de los extremos) es un triángulo equilátero de 
5 cm. por lado. ^Cuál es el peso de la barra, si el del hierro es 
7500 kg. por m. 8 ? 

7. Dos pirámides triangulares tienen un triedro igual. Las 
tres aristas que lo comprenden son de 3, 4 y 3,5 m. en la una, 
y de 5, 5,5 y 6 m. en la otra. Hállese la relación de los 
volúmenes. 

8. Fórmese una tabla que contenga el número de aristas, 
vértices y caras de los poliedros regulares, y verifíquese en 
cada uno el teorema de Euler (n.° 715). 

9. Indíquese en la tabla anterior la suma de los ángulos 
formados por las aristas en cada vértice, y verifíquese la fór- 
mula del n.° 716. 

10. Demuéstrese que no hay poliedro de siete aristas. 

11. ^Hay poliedro de nueve aristas? 

12. Hállese s (n.°716) en un poliedro de seis aristas, y dése 
el resultado en grados. 

13. Hállese s en los poliedros de cuatro y cinco vértices. 
^Puede háber poliedro de tres vértices ? 
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Proposición V. Teorema 

717. Dos poliedros semejantes pueden descomponerse 
en un mismo número de tetraedros semejantes respecti - 
vamente y semejantemente dispuestos. 

L 



Sean P, P' dos poliedros semejantes. 

Demostrar que P y P' pueden descomponerse en un mismo 
nûmero de tetraedros semejantes respectivamente y semejante - 
mente dispuestos. 

Demostración. Sean G y G' dos vértices homólogos. 

Divídanse todas las caras de P y P' , menos las que forman 
los ángulos G y G', en triángulos por diagonales homòlogas. 

Trácense planos por G y las diagonales de las caras de P, y 
por G' y las diagonales de las caras de P'. 

Dos tetraedros correspondientes cualesquiera, como G-ABC 
y G'-A'B'C', tienen caras semejantes ABC y A'B'C', GAB y 
G'A'B', GBC y G'B'C'. 

Puesto que 

AG _ AB_ _ AC _ BC _ GC 
A'G' ~ A'B' ~ A'C' ~ B'C' ~ ÏPC' ’ 
síguese que 

GAC es semejante a G'A'C'. 


N.° 292 

N.° 282 


N.° 289 
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Los triedros de los dos tetraedros son respectivamente iguaíes. 

N.° 498 

Luego G-ABC es semejante a G'-A'B'C'. N.° 710 

Si estos dos tetraedros se quitan de los poliedros dados, los 
dos que quedan son también semejantes; pues las nuevas caras 
GAC y G'A'C' son semejantes, como se acaba de demostrar, y 
las AGF y A'G'F ', GCH y G'C'H' también lo son (n.° 292). 
Los nuevos ángulos poliedros G y G' } A y A', C y C' son iguales 
respectivamente, pues resultan de quitar a ángulos iguales partes 
iguales semejantemente dispuestas. 

Puede continuarse quitando tetraedros semejantes, lo cual 
es equivalente a dividir los dos poliedros en un mismo nómero 
de tetraedros semejantes respectivamente y semejantemente 
dispuestos. L.C.D.D. 

718. Corolario l.° Las aristas homólogas de dos poliedros 
semejantes son proporcionales. 

En efecto, las caras correspondientes son semejantes, y por tanto los 
lados correspondientes son proporcionales (n.° 282). 

719. Corolario 2.° Las rectas homólogas de dos poliedros 
semejantes son entre sí como las aristas homólogas. 

Puede demostrarse que son lados homólogos de polígonos semejantes. 
Yéase el n.° 282. 

720. Corolario 3.° Las caras homólogas de dos poliedros 
semejantes se hallan entre sí como los cuadrados de las aristaa 
homólogas. 

En efecto, son polígonos semejantes, a los cuales se aplica por tanto el 
teorema del n.° 334. 

721. Corolario 4.° Las áreas totales de dos poliedros seme- 
jantes son entre sí como los cuadrados de las aristas homólogas. 

En efecto, la relación entre dos caras homólogas es la misma que la 
de los cuadrados de dos aristas homólogas cualesquiera (n.° 720), y laa 
sumas de las caras están en la misma relación (n.° 269). 
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Proposición VI. Teorema 

722. Los volúmenes de dos tetraedros semejantes son 
entre si como los cubos. de las aristas homólogas. 

D 



Sean D-ABC , D'-A'B'C ’ dos tetraedros semejantes de volúmenes 
V y V' respectivamente. 

n / V ÊB* 

Y V ÏÏB' 

Demostración. Tuesto que los tetraedros son semejantes, los 


triedros D y D’ son iguales. 

N.° 710 


V DB x DC X DA 

V ' ~ D'B' x D'C’ X D'A' 

N.° 714 


_ DB DC DA 

~ D'B' X D'C' X D'A r 


Puesto 

que ios tetraedros .son semejantes, 

Hipót. 

y por tanto, 

DB _ DC _ DA 

D'B' ~ D’C' ~ D'A'* 

V _ DB DB DB 

V' ~ D'B' X D'B' X D'B'* 

N.° 718 

o sea, 

V DB S 

V I ~ ÏÏB' 

L.C.D.D 
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Proposición VII. Teorema 

723. Los volúmenes cle clos poliedros semejantes son 
entre sî como los cnbos cle las aristas homólogas. 


Sean P, P f dos poliedros semejantes de volúmenes V y V\ 

Demostrar que V: V' — GB*: G'B'*. 

Demostración. Divídanse P y P' en tetraedros semejantes 
semejantemente dispuestos (n.° 717). Sean V v V a ..., V [... 
los volúmenes de estos tetraedros. 

Puesto que 

Fj: V’ - GB’: &B’’, V 2 :V, = 0b‘: g’b' 3 .. ., N.° 722 
síguese que 

V 1 +V t +V l + ...:Vl + Vl + V’ + .,. = GB Z :¥b'\ N.°269 

Pero V x + V a + V 8 + ... = V, y V[ -f- V 2 -f V[ + ... = V'. 

.'. V : V'^GB^.cŷB'*. l . c . d . d . 

724. Prismatoide. lAámaseprismatoide un poliedro que tiene 
dos caras paralelas, llamadas òases, y cuyas otras caras son trián- 
gulos o trapecios en que uno de los lados es lado de una base, 
y el lado o vértice opuesto se lialla en la otra base. 

La altura dol prismatoide es la distancia entre las bases. 
Llámase sección media la hecha por un plano paralelo a las 
bases y equidistante de ellas- 









442 APÉNDICE A LA GEOMETRÍA DEL ESPACIO 
Proposición VIII. Teorema 


725. El vólumen de un prismatoide es igual a un sexto 
dél producto de la altura por la suma de las bases y 
cuatro veces la sección media. 



Sean V el volumen, b y b' las bases, m la sección media y h la 
altura de un prismatoide. 

Demostrar que V— ^ h (b + b' + 4m). 

Demostración. Si hay earas trapeciales, divídanse en trián* 
gulos por diagonales. 

Sea P un punto cualquiera de la sección media. Trácense de 
él rectas a los vértices del prismatoide y de la sección media. 
Divídase el prismatoide en pirámides de vértice P y cuyas bases 
sean respectivamente las b y b' y las caras laterales del prisma- 
toide. Estas últimas pirámides se llamarán pirámides laterales. 

La P-XA B se compone de las tres pirámides P-XQR, P-QBR, 
P-QAB. 

P-XQR puede considerarse como una pirámide de vértice X 
y base PQR\ y P-QBR, como una de vértice B y base PQR. 

Por tauto, puesto que la altura de ambas es \h, 
vol. P-XQR = p Q R > 
vol. P-QBR = $ h • PQR. 


N.° 559 
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Las pírámides P-QAB, P-QBR tienen vértice común P. La 
i.ase QAB = 2 QBR (n.’ 327), puesto que la base AB del A QAB 
Os dos veces la QR del QBR (n.° 136), y los dos tienen una 
ìiisma altura (n.° 724). 

Síguese de aquí que 

vol. P-QAB = 2 vol. P-QBR. N.° 563 

Luego el volumen de P-XAB, que está compuestade P-XQR, 
P-QBR y P-QAB , es igual a f h • PQR. 

Asímismo, el volumen de cada pirámide lateral es igual a | A 
muitiplicado por la parte de la sección media que la pirámide 
intercepta. E1 volumen total de las pirámides laterales es por 
tanto | hm. 

E1 volumen de la pirámide de base b es £ hb, y el de la de 
base b' es £ hb'. H.° 559 

Luego fmalmente 

V= % h(b + b'+ Am). l.c.d.d. 

EJERCICIO 116 

Dedûzcanse las sîguientes fórmulas como casos especiales de 
la que acaba de demostrarse: 

1. Cubo, V = h\ 3 . Pirámide, V = $ bh. 

2 . Prisma, V = bh. 4. Paralelepípedo, V= bh. 

5. Tronco de pirámide, V= } h(b + b' -f- Vbb'). 

6. ^Cuál es el volumen de un prismatoide en que las áreas 
de las bases son 7 cm. 2 y 3 cm. 2 , la de la sección media 4 cm. 2 , 
y la altura 3 cm. ? 

7. Una euíìa tiene por base un rectángulo de dimension«s 
p y q. E1 filo es de longitud l, paralelo a la base, y queda de ésta 
a la distancia d. Hállese una fórmula general para calcular el 
volumen, y aplíquese a una cuna en que p = 6 cm., q = 1 em, 
1—5 cm., d = 3 cm. 
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Proposición IX. Teorema 

726. El volumen de un segmento esférico es igual al 
producto de la altura por la semisuma de las bases 
más el volumen de una esfera cuyo diámetro es ía altura 
del segmento. 



Sean V el volumen de un segmento engendrado por la revolución 
de ABQP sobre MN; r el radio OA ; r x = AP, r 2 = BQ, y h = PQ. 

Demostrar que V= h (-Trrf -f- 7rr.j) + V Trh 8 . 

Demostración. Hallemos primero el volumen del segmento 
esférico engendrado por A MP. 

Area de la zona A M = 2 7rr • PM. N.° 691 

. vol. del sector engendrado por OA M = £ r x 2 7rr • PM. N.° 708 
Pero el cono engendrado por OAP= \ 7rrf (r — PM). N.° 611 
.’. vol. AMP = ^ r X 2 7rr • PM — ^ 7 rr\ (r — PM). 

Ahora bien, r\ = PM x NP = PM(2 r - PM). N.° 297 
.*. vol. AMP =Jrx 2 7rr • PM 

- i 7r • PM (2 r - PM) (r - PM) 

= tt -PM 2 (r- $PM). 

Asímismo, vol. BMQ= tt • QM 2 (r — £ QM). 

.*. V(= vol. AMP - vol. BMQ) 

= 7r • PiV/ 2 • r — ^ 7r • — 7r • QM 2 . r + ^ 7r QJV/* 

= irrifPM 2 - QM “) - $ ttÍPM* - QM*1 
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Fero PM — QM = h. Por hipót 

V = irrh ( PM + QM) rh ( PM 2 + PM . QM + QM 2 ). 

Pero h 2 = PM 2 - 2 PM - QM + QM *. 

.'. h* + 3 PM • QM = PÎÏ/ 2 + Piì/ . QJÏf + ÔM 2 . 

V = 7rrA (PAf + QM) - £ 7 rh (h 2 + 3 PM • QiV/). 

Además, (2 r - PM) Pií/ = r x 2 , 

y asímismo, (2 r — QA/) Qil/ = r|. N.° 297' 

2 r . PAT + 2 r • QM - PÏÎ/ 2 - QM 2 = r 2 + r|. 


. r • Pil/ + r • QM = - 


2 + v 2 + PM+QM 


.'. v=7rh(ç- 

= 7 rAp 


+ r 2 PiV/ + QJl/ 
2 ' 2 
+ r| 


A 2 \ 

---Pil/.QiV/J 


A 2 A 2 \ 

+ - + PM • QM - - - PM . QMj 


= i A(7rr 2 + 7 rr 2 ) + £ ttA 8 . 


EJERCICIO 117 

Hállense los volûmenes de los segmentos esféricos cuyas bases 
b y b' y alturas h son: 

1. b = + b'=5, h = l. 4. b = 6,b' = S, h = l\. 

2. b = + b’ = 6, h = 1+ 5. b = 8,b’ = 12, h = 2. 

3 . b = 5, b' = 7, h = 2\. 6. b = 12, b’ = 15, h = 3} 

7. b = 27 cm., = 32 cm., h = 2,33 cm. 

Hállense los volûmenes de los segmentos esféricos cuyos 
radios r x y r 2 y alturas h son: 

8. r x = 3, r 2 = 4, h = 2. 11. r ± = 5, r 2 = 3, A = 1£. 

9 . r x = 4, r 2 = 7, A = 3. 12. ^=6,^=5, h = l\. 

10. r x = 8, r 2 = 5, h = 4£. 13. r x = 9, r a — 10, h = 2f 

14. r x = 9 cm., r % = 7 cm., a = 4,75 cm. 
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EJERCICIO 118 

CUESTIONARIO DE EXAMEN 

1. E1 área de la base menor de un tronco de pirámide es £ 
del área. de la base mayor. La altura de la pirámide completa 
es de 6 m. Hállese la distancia del vértice de la pirámide a la 
base menor del tronco. 

2. Hállese, en una esfera de 16 cm. de diámetro, el área de 
un triángulo esférico cuyos ángulos son de 100°, 120° y 140°. 

3. Dos de los ángulos de un triángulo esférico son de 80° y 
120°. Hállense los límites del tercero, y demuéstrese que el área 
mayor posible del triángulo es cuatro veces la menor posible. 

4. Dado un pedazo de una esfera rota, ^cómo puede hallarse 
el radio por medio del compás y la regla ? 

5. E1 área total de un cono de revolución, en metros cua- 
drados, tiene por valor 200 ir, y la altura es de 16 m. Hállese 
el volumen del cono. 

6. Dos poliedros semejantes tienen volúmencs de 64 y 216 m. 8 
respectivamente. Si el área total del primero es de 112 m. 2 , 
^cuál es la del segundo ? 

7. Con el metal de una esfera sólida de 12 cm. de radio se 
hace una hueca cuyo radio interior es también de 12 cm. <? Cuál 
es el espesor ? 

8. E1 chapitel de una torre tiene forma de pirámide regular 
de 15 m. de altura y base exagonal de 3 m. por lado. La parte 
interior o hueca es de la misma forma, de 13,5 m. de altura 
y base de 2,7 m. por lado. Hállese el volumen del material 
empleado en la construcción. 

9. Dados un hemisferio de 20 cm. de diáinetro y un cono y 
un cilindro de revolución de base igual al círculo máximo del 
hemisferio y de volumen igual al del hemisferio, hállense la 
altura del cono y la del cilindro. 



EJERCICIOS 


447 


10. Un cono de revolución y una esfera, ambos de 5 cm. de 
cadio, descansan sobre un plano horizontal. La altura del cono 
es igual al diámetro de la esfera. Hállese la posición del plano 
que hace en los dos sólidos secciones circulares iguales. 

11. Los vértices de un tetraedro regular son los centros de 
las caras de otro. Hállese la relación de los volúmenes de los 
dos sólidos. 

12. Hállese, sobre una esfera de 20 cm. de diámetro, el área 
de un òriángulo esférico, sabiendo que la suma de los lados .de 
su polar es de 297°. 

13. Los radios de dos esferas son de 13 y 15 cm., y la dis^ 
tancia de ios centros, de 14 cm. Hállese el volumen del sòlido 
que les es común ( lente esférica). 

14. E1 área de una esfera es igual a la lateral de un cilindro 
de radio r y altura h. Hállense el radio y el volumen de la 
esfera. 

15. E1 triedro del vértice de una pirámide triangular es tri- 
rrectángulo. Las áreas de las caras laterales son respectivamente 
a, b, c, y la de la base es d. Demuéstrese que a 2 -f b 2 c 2 = d 2 . 

16. Suponiendo que la tierra es una esfera de 12750km. de 
diámetro, hállese el área de la zona cuyas bases están respec- 
tivamente en latitudes 30° norte y 30° sud. Demuéstrese que 
el volumen del segmento esférico correspondiente es del 
volumen de la tierra. 

17. La altura y el radio de un cono de revolución son de 
12 y 5 cm. Calcúlese el radio del sector de papel con que 
puede cubrirse la superficie lateral del cono, y también el 
ángulo central de dicho sector. 

18. Demuéstrese que el volumen de una pirámide regular 
cualquiera es igual a un tercio del producto del área lateraï 
por la perpendicular bajada del centro de la base a una cual* 
quiera de bs caras laterales. 
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19. Si el área de un casquete es n veces la de su base, la 

n — 1 

altura es igual al diáinetro de la esfera multiplicado por-• 

Discútase el caso de n — 1. 

20. Las diagonales de un cuadrilátero esférico equilátero son 
perpendiculares entre sí. 

21. Una de las aristas laterales de una pirámide tiene 5 cm. 
de largo y forma con el plano de la base un ángulo de 45°. 
Si el área de la base es de 30 cm. 2 , ' ò cuál es el voluinen de la 
pirámide? 

22. Un cono de revolución tiene por base el círculo máximo 
de un hemisferio de radio r, pero está situado del lado opuesto. 
Los dos tienen una misma área. Hállense el lado del cono, su 
inclinación a la base, y el volumen del sólido formado por cono 
y hemisferio. 

23. Hállense el área total y el volumen de un tetraedro regular 
de aristas de 8 cm. 

24. Si un cuaârilátero esférico es inscriptible en un círculo 
menor, la suma de dos de sus ángulos opuestos es igual a la 
suma de los otros dos. 

25. <?Por qué número deben multiplicarse las dimensiones 
de un cilindro de revolución para obtener un cilindro seme- 
jante cuya superficie sea n veces mayor? ^para obtener uno 
de volumen n veces mayor? 

26. ^Cuál es la relación entre el volumen de una pirámide 
y el de otra obtenida cortando la primera por un plano paralelo 
a la base y equidistante de ésta y el vértice ? 

27. La altura de una pirámide exagonal regular cuya base 
tiene 6 m. por lado es de 36 m. ^ Cuáles son las dimensiones 
de una semejante cuyo volumen es del de la primera ? 

28. Una arista lateral de una pirámide es de 4 m. ^ A qué dis- 
tancia del vértice encuentra a esta arista un plano que es paralelo 
a la base y divide la pirámide en dos partes equivalentes ? 
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Proposición XVII. Teorema 

101. iSi dos rectas situadas en un mìsmoplano formcin 
con una trasversal ángulos alternos-internos iguales, esas 
dos rectas son paralelas. 



Sea XY una trasversal que forma con las rectas AB y CD los 
ángulos alternos-internos iguales APQ, DQP. 

Demostrar que AB es II a CD. 

Demostración. Puesto que no se sabe aún si AB es II a CD, 
supongamos que MN es la recta que pasa por P y es II a CD. 
Demostraremos ahora que AB coincide con MN. 

En primer lugar, AMPQ —Z.DQP. N.° 100 

(Si dos paralelas son cortadas por una trasversal , los ángulos 
aUemos-internos son iguales.) 

Ahora bien, Z A PQ = Z DQF. Po r hipót. 

.-. ZAPQ = AMPQ. N. g 52, 7.° 

'(Dos cantidades iguales a una tercera o a cantidaàes iguales 
son iguales entre sí.) 

.". AB y MN deben coineidir. N.° 23 

(Dçfinición de ángulos iguales.) 

Sabemos que MN es II a CD. Por hipót. 

.*. AB, que coincide con MN, es II a CD. l.c.d.d 

Esta proposición es la recíproca de la prop. XVI. Véase el n,° T9. 
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3. Demostrar que parte de un ángulo es igual al ángul'o entera 

Sea ABC un A rectángulo. Sobre n 

la liipotenusa BC constrúyase un A 
aquilátero BCD, j hágase CP = CA. 

Por X , punto medio de AB, trácese 
PX j prolónguese hasta su intersec- 
ción Q con la prolongación de CB. 

Prácese QA. 

Trácense YO, ZO, J§ bisectrices de 
QA y QP ; Jfe que deben encontrarse 
en algún punto 0, puesto que son _k a 
dos rectas que se cortan. 

Trácense OQ, OA, OP, OC. 

Puesto que O está en la ± bisectriz 
tie QA, OQ=OA. 

Asímismo, OQ = OP\ .-. OA = OP. 

Pero CA = CP, por con«trucci<5n, y CO = CO ; 

.*. los &.AOC, POC son iguales, y ZACO =ZPCO. 

4. Demostrar que parte cb una recta es igual a la recta entera. 

En el A ABC, trácese' CP ± a A B. 

Por C trácese CX de modo que AA GX = ZB. 

Los AABC, ACX son semejantes. 

.-. A ABC: A ACX = BC* : CX 2 . 

Además, A ABC : AACX = AB : AX. 

.*. BC 2 :CX 2 = AB :AX; 
dedonde BC 2 :AB= CX 2 : AX. 

Ahorabien, BC 2 = ÂC 2 + ÂB 2 - 2 AB • AP, 

eigualmente CX 2 =ÂC 2 + ÂX 2 - 2AX-AP. 

' ÂC 2 + ÂB 2 -2AB-AP ZC 2 + ÂX 2 -2AX-AP 



AC 

AB 


AB 

+AB-2AP 


ACT 
" AX 
ÂC 2 


AX 

+ AX-2AP; 


o sea, 


__ 

AB AX ’ 

AC 2 - AB • AX_ ÂC 2 - AB • AX 
AB ~ AX 


.-. AB = AX. 
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5. Demostrar geométricamente qne 1 = 0. 

Tómese un cuadrado de 8 unidades por lado, y divídase en tres partes 
A, B, C, como indica la figura de la derecha. Córtense estas partes y 
arréglense como indica la figura de la izquierda. 

Ahora bien, el cuadrado dado contiene 8x8, 
ó 64, cuadrados pequefios, mientras que el rectán- 
gulo de la izquierda tiene 13 unidades de longitud 
y 6 de altura, y por tanto contiene 13 x 5, o sea 
65, cuadrados 
pequefios. 

Pero cada 
figura es igual 

a A + B + C, y por tanto 65 = 64; 
de donde, 65 — 64 = 0, o sea, 1 = 0. 



-+-4-4- 


-f—4-—I—}-—I— 


6. jDemostrar que todo punto de una recta la divide en dos 
partes iguales. 

Sea P un punto cualquiera de AB. 

Constrúyase sobre AB un A isósceles ABC en que AC — BC, y trá- 
cese PG 

En los A APC, PBC , C 

ZA=ZB, 

AC = BC, 


PC = PC . 

Tiénense aquí dos triángulos con tres partes inde- 


C 

A 


pendientes respectivamente iguales. 
triángulos son iguales, y AP = BP. 


Por tanto, los A 1 — 


/ 


7. Demostrar que de un punto exterior a una recta pueden 
bajarse a ella dos perpendiculares. 

Tómense dos círculos cualesquiera que se corten. Sean 0 j O' lo3 
tentros de estos círculos. 

Sea P uno de los puntos de intersección. Trácense los diámetros PA 
y PD. 

Trácese una recta ABCD que corte las cir- 
cunferencias en i, B. C, D. Trácense PB, PC. 

E1 Z PCA es recto, por estar inscrito en un 
semicírculo. Por igual razón lo es el DBP. 

Luego PB y PC' son ambas Js a AD. 
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8. Demostrar que si dos lados opuestos de un cuadrilátero 
son iguales, el cuadrilátero es un trapecio 
isósceles. 

En e 1 cuadrilátero ABCD , supóngase BC = AD. 

Demostrar que AB es II a DC. 

Trácense MO y NO, bisectrices de AB y CD. 
óea 0 su intersección. 

Si AB y DC son lls, la proposición se ha demostrado ya. 

Si no lo son, MO y NO se encontrarán en un punto situado dentro o 
fuera de la figura. Supongamos que 0 esté adentro. 

Trácense OA, OB , OC, OD. 



Siendo OM la ± bisectriz de AB , OA = OB. 
Análogamente, OD = OC. 

Pero DA = BC, por liipótesis; 
los &AOD y BOC son iguales, y ZDOA =ZBOC. 
Los & rectángulos OCN, ODN son iguales; 

.-. ZNOD = ZCON. 


Asímismo, los A rectángulos AMO y BMO son iguales; 

.-. ZA0M=ZM0B. 

.-. ZNOD + ZDOA + ZAOM = ZCON + ZBOC + ZMOB, 
o sea, ZNOM = ZMON = 2 rt. 


Luego la línea MON es recta, y AB es II a DC. 

Si el punto 0 se halla fuera del cuadrilátero, como en la segunda 
tìgura, la demostración es análoga a la anterior. q 

Puede demostrarse fácilmente que 

ZDON-ZDOA-ZAOM 
= ZNOC-ZBOC-ZMOB , 
lo cual sólo es posible si 

ZDON = ZDOM, 

esto es, si OM coinoide con ON. 

Que la proposición es falsa se ve claramente en la tercera 
figura, en que BC = DA, pero AB no es II a DC. 



J--- 









BOSQUEJO HISTÓRICO 453 

728. Bosquejo histórico de la geometría. En. tiempos muy 
remotos toda la ciencia geométrica se reducía a las reglas que 
sirven para mediciones y cálculos de áreas y volúmenes sen- 
cillos; reglas que hoy se ensenan como parte o aplicación de 
la aritmética. Se sabía determinar el área de un rectángulo, y 
los documentos matemáticos más antiguos contienen diserta- 
ciones sobre los triángulos y sobre los volúmenes de los sólidos. 

Los referentes a la geometría provienen de Babilonia y 
Egipto. Los de Babilonia se escribieron como 2000 anos antes 
de la era cristiana en pequenas tablas o planchas de arcîlla, 
algunas como del tamano de la mano, cocidas luégo al sol. 
Indican que sus autores tenían algunos conocimientos de agri- 
mensura, y que probablemente habian llegado liasta determinar 
el área del trapecio. Sus sucesores inmediatos, así como los 
bebreos, empleaban 3 por valor de 7r en las medidas relativas 
dd círculo. 

E1 primer documento que da idea clara del estado de laa 
matemáticas en el antiguo Egipto es una copia heclia en papiro 
por Ahmés, que probablemente floreciô por los anos de 1700 
antes de nuestra era. E1 original que copió, escrito como en el 
afío 2300, no se conoce; la copia se conserva hoy en el Museo 
Británico. Este manuscrito, que está casi todo consagrado a 
las fracciones y a una especie de álgebra tosca y primitiva., 
contiene algo relativo a la medida de las áreas. Da las reglas 
curiosas pero erróneas de que el área de un triángulo isósceles 
es igual a la mitad del producto de la base por uno de los lados 
iguales, y que el área de un trapecio isósceles de bases b y V 
y lados no paralelos aes £ a (b + £'). Obsérvase no obstante 
en esta obra un progreso notable en cuanto al área del círculo, 
de la cual se dice que es igual al cuadrado del radio multi- 
plicado por (^) 2 ,1° da P ara 7r el valor Per0 mucho 

antes de Ahmés los egipcios tenían conocimientos importantes 
de geometría práctica, como lo indican la construcción de laa 
pirámides y de muchos templos y canales. 
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Del Egipto, y quizá también de Babilonia, la geometríâ pasd 
a las costas del Asia Menor y a Grecia. E1 estudio científico 
de ella principia con Tales, uno de los Siete Sabios, que nació 
en Mileto como en el ano 640 y murió en el 548 antes de la era 
cristiana. Fue mercader en su juventud, y acumuló riqueza 
suficiente para consagrar al estudio los anos de su edad madura. 
Visitô el Egipto y, según se dice, aprendiò los elementos de 
geometría que allí se conocían. Fundó en Mileto una escuela 
de matemáticas y filosofía, llamada escuela jónica. E1 estado 
rudimentario en que se ballaba entonces la geometría puede 
inferirse del becho de que la tradiciòn atribuye a Tales como 
descubrimientos notables los cuatro teoremas dados en los n.°' 60, 
72, 74 y 215 de esta obra. 

E1 discípulo más còlebre de Tales, así como uno de los hom* 
bres más famosos de la antiguedad, fue Pitágoras. Naciò 
probablemente en la isla de Samos, no lejos de la costa del 
Asia Menor, cerca de 580 anos antes de nuestra era. Viajò 
mucho en su juventud; estudiò con Tales en Mileto; parece 
que estuvo en Egipto y en Babilonia, y la tradición dice que 
fue hasta la India, lo cual es probable, dado el carácter de sus 
conocimientos matemáticos. Estableciòse más tarde en Crotona, 
sur de Italia, donde fundó una escuela filosófica y una 
mra Ja propaganda de sus doctrinas. Dícese 
que ’fhe^^í^rîmer^ e» que el cuadrado construído 

sobre la hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a la 
suma de los cuadrados construídos sobre los catetos (n.° 337). 
E1 teorema era ya conocido, al menos para casos especiales, mas 
parece que no se había demostrado. También es probable que 
a él o a sus discípulos se deban la construcciòn del pentágono 
regular (n. 08 397, 398) y la de los cinco poliedros regulares. La 
construceión del pentágono regular exige la división de una 
recta en medio y extremo (n.° 311), problema que se atribuye 
generalmente a los pitagóricos, si bien desempefíò papel impor- 
tante en la escuela de Platón. Dícese también que Pitágoras 
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conocía el teorema de que seis triángulos equiláteros, tres exá- 
gonos regulares o cuatro cuadrados pueden colocarse de suerte 
que tengan un vértice común y que los ángulos en él formados 
por los lados abarquen todo el plano, o 360°, mientras que no 
hay ningún otro polígono regular que goce de esta propiedad. 
Débese también a su escuela la demostraciòn de que la suma 
de los ángulos de un triángulo es igual a dos rectos (n.° 107), y 
la construcción por lo menos de una estrella, la pentagonal, que 
se adoptó luégo como insignia de su cofradía. 

Muchos teoremas y resoluciones se descubrieron en los dos 
siglos siguientes. Enópides de Chío (como 465 ant. de J. C.) 
demostró los procedimientos para bajar una perpendicular a 
una recta (n.° 227) y construír un ángulo igual a un ángujo 
dado (n.° 232). Pocos anos después, como en 440, Hipócrates 
de Chío escribió el primer texto griego de matemáticas. Co- 
nocía el teorema de que las áreas de dos círculos son entre sí 
como los cuadrados de los radios, pero ignoraba que ángulos 
centrales o inscritos iguales interceptan arcos iguales. 

Por los anos de 430 Antífono y Brisón, dos maestros griegos, 
hicieron investigaciones sobre la medida del círculo. E1 primero 
trató de hallar el área doblando sucesivamente el número de 
lados de un polígono regular inscrito, y el segundo, aplicando 
el mismo procedimiento a los polígonos inscrito y circunscrito 
Iban, por decirlo así, agotando la diferencia entre el círculo y 
el polígono, y por eso se dio a tal método el nombre de método 
de exhaución o de agotamiento 

Durante este período (429-348 ant. de J.C.) floreciò en Atenas 
la escuela de Platòn, a la cual se deben los primeros esfuerzos 
sistemáticos para establecer definiciones, axiomas y postuladoy 
precisos, y para separar la geometría elemental de la superioi; 
La elemental se restringió a las cuestiones que pueden resol- 
verse por medio del compás y la regla, quedando así excluídos 
de ella el problema de construír un cuadrado equivalente a un 
círculo dado (la cuadratura del círculo), el de la trisección del 
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ángulo y el de construír un cubo de volumen doble del de un 
cubo dado (la duplicación del cubo), que son los tres proble- 
mas más famosos de la antiguedad. Platón y su escuela les 
consagraron mucho estudio a los llamados núnieros pitagóricos, 
los cuales son números que representan los tres lados de un 
fcriángulo rectángulo. Ya Pitágoras había dado la regla de que 
l (m? + l) 2 = m 2 + \ ( m 2 — l) 2 . La escuela de Platón hallò la 
fórmula [(£ m) 2 + l] 2 = m 2 + [(£ m) 2 — l] 2 . Dando diferentes 
valores arose hallan grupos de números tales que el cuadrado 
de uno de ellos es igual a la suma de los cuadrados de los 
vDtros dos. 

E1 primer gran texto de geometría, y el más famoso de los 
que se conocen, fue escrito por Euclides, profesor de matemá- 
ticas en la universidad de Alejandría, cerca de 300 anos antes 
ie la era cristiana. Alejandría era entonces ciudad casi griega: 
había recibido su nombre en honor de Alejandro el Grande, 
y estaba gobernada por griegos. 

La obra de Euclides se llama Elementos , y, según costumbre 
mtigua, está dividida en partes llamadas libros. Puso aqui 
Euclides, arregladas en rigoroso orden lógico, todas las pro- 
posiciones geométricas importantes conocidas en su tiempo. 
Casi todos los tratados posteriores están fundados en el de 
Euclides, del cual difieren en algunas mejoras relativas al orden 
y enunciado de las proposiciones y a la notaciòn empleada. 

Euclides ensefia poco de geometría del espacio, pues poco de 
ella se sabía en su tiempo. Es a Arquimedes (287-212 ant. 
de J. C.), célebre matemático de Siracusa, en Sicilia, a quien 
se deben algunos de los teoremas más importantes de la geo- 
metría del espacio, sobre todo los referentes a la esfera y el 
cilindro. También empleó para determinar el valor aproximado 
de 7r un método semejante al dado en el n.° 404, y demostró que 
t r se halla entre 3} y 3y-y. La tradiciòn dice que sobre su tumba 
se esculpieron una esfera y un cilindro, en conmemoración de 
sus descubrimientos relativos a estos dos sólidos 
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Después de esta época, los griegos 110 hicieron grandes pro- 
gresos en la geometría elemental, aunque Apolonio de Perga, que 
ensenó en Alejandría entre los anos 250 y 200, escribió mucho 
sobre las secciones cónicas, y Heròn de Alejandría, cerca del prin- 
cipio de nuestra era, demostró que el área de un triángulo de 
lados a,b,cy perímetro 2p es igual a y/p (p — a )(p — b)(p — c) 
(pág.211). 

Poco debe la geometría al Oriente, aunque el álgebra le debe 
mucho. E1 primer giande escritor matemático de la India fue 
Aryabhatta, nacido en 476 de nuestra era, quien halló para i t 
el valor 3,1416. Los árabes, en la época de Las mil y una noches 
(aûo 800 de la era cristiana), dieron grande impulso a las 
matemáticas, traduciendo a su idioma las obras griegas e intro- 
duciendo de la India muchos conocimientos valiosos. Fueron 
ellos quienes dieron a conocer los escritos de Euclides en Europa. 
Sin embargo, poco nuevo contribuyeron a la geometría. 

En el siglo XII se tradujo la obra de Euclides del árabe al 
latín. No se empleó el texto griego, sea por no tenerlo o por ser 
escaso el conocimiento de esa lengua. Los prineipales traduc- 
tores fueron Athelhard de Bath (1120), monje ingle's que había 
aprendido árabe en Espana o en Egipto; Gerardo de Cremona, 
monje italiano, y Juan Campano, capellán del papa Urbano IV 

Nadadigno de atención agregó la Europa de la edad media 
a la geometría de los griegos. La primera edición latina de 
Euclides se imprimió en 1482; la primera traducción inglesa, 
en 1570. 

Los signos matemáticos son comparativamente modernos: 
los -f y — aparecen por primera vez en una obra alemana de 
1489; el =, en una inglesa de 1557; los > y < se deben a 
Harriot (1560-1621), y el x a Oughtred (1574-1660). 
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729. Notación. En las fórmulas que se dan a continuación se 
emplea a veces (no en una misma fórmula, por supuesto) una 
misma letra para representar diferentes cantidades. Sin em- 
bargo, las circunstancias del caso son suficientes para impedir 
toda confusión. Las letras empleadas son: 

apotema, arista. L, área lateral. 

ci, b, c, lados del AABC. I, lado. 

m, sección media. 

2 p, perímetro. 
r, radio. 

S, área. 

7 r = 3,1416 <5 3^, ambos aprox. 

730. Fórmulas concernientes a valores lineales. Las fórmulas 
más importantes de esta clase son: 

Triángulo rectángulo, c 2 = a 2 + b 2 (n.° 337). 

c 2 = + b 2 ± 2 ab' (n. 08 341, 342). 

C = 2 7rr = 7rd (n.° 385). 
r = C : 2 7r = VsTtt. 
h = \ l VS. 

i = Vs. 


b', proyección de b. 

I, b', bases. 

C, circunferencia. 
d, diámetro, diagonal. 
h, altura. 


Triángulo cualquiera, 
Circunferencia, 

Radio, 

Triángulo equilátero, 
Lado de un cuadrado, 


Diagonal de un cuadrado, d — l V2. (n.° 339). 

731. Áreas de las figuras planas. Las fòrmulas más impoiv 

tantes de esta clase son: 


ftectángulo, 

Cuadrado, 

'Paralelogramo, 


bh (n.° 320). 
P (n.° 320). 
bh (n.° 322). 
468 


l 


r 
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Triángulo, 

Triángulo equilátero, 
Trapecio, 

Polígono regular, 
Círculo, 


\lh (n.°325), V 'p(j>—a)(j)—b)(j>—c) 

i?V3. 

ih(b + b') (n.° 329). 
pa (n.°386). 

i Cr = 7T7** = 7 Td* (n.°* 388, 389). 


732. Areas de los sólidos. Las fórmulas más importantes d? 
esta clase son: 

Prisma, L=2ap (n.° 512). 

Pirámide regular, L = ap (n.° 553). 

Tronco de pirámide regular, L = a (p -f p') (n.° 554). 

Cilindro de revolución, L = Ch = 2 nrrli (n.° 588). 

Cono de revolución, L = \Cl= nrrl (n.° G09). 

Troncodeconoderevolución ,L = \l(C + C') (n.°615). 

Esfera, s = 4 m* (n.° 689). 

Zona, 5=2 nrrh (n.° G91). 

(n. c 


Lúnula, 


s =m 4 ^=w^ 


°694) 


733. Volúmenes. Las fórmulas principales son: 

Prisma, cilindro, bli (n.° 8 539, 589). 

Pirámide, cono, \ bli (n. oa 561, 611). 

Tronco depirámide o de cono, \ h (b + b' + -Vbb') (n. 08 565,617). 
Oilinaro de revolución, 7 rr 2 h (n.° 590). 

Cono de revolución, \ nrrVi (n.° 612). 

Tronco de cono de revolución, 1 7 rh (r 2 -h r' 2 + rr') (n.° 618). 


Prismatoide, 
Esfera, 

Pirámide esférica, 
Sector esférico, 
Segmento esférico, 


\h(b + b' + 4m) (n.° 725). 

4 77-^8 = 1 tj-í /3 jqq-j 

\ br. 

\ Sr (n.° 708). 

\ h (nrr* + nrr 2 ) + \ irh* (tì 0 726) 
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